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1. Ñóùåñòâóþò ëè â ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè, òàêèå, ÷òî ó ëþáûõ òðåõ
èç íèõ íåò ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò, íî ëþáûå äâå èç íèõ èìåþò îäíó ñîâ-
ïàäàþùóþ êîîðäèíàòó?
Ðåøåíèå. Äà, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð A(0, 0, 0), C(1, 1, 0), B1(1, 0, 1), D1(0, 1, 1). (Îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ òî÷åê âûáðàíû èñõîäÿ èç ïðîñòîãî ñïîñîáà ïîñòðîèòü ïðèìåð � ýòî
âåðøèíû òåòðàýäðà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íûé êóá ABCDA1B1C1D1. Çàäà÷à èìååò
ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ � ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü ÷åòûðå òî÷êè â
ïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òîáû ëþáàÿ òðîéêà íå ëåæàëà â îäíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé
îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, à ëþáûå äâå ëåæàëè áû â òàêîé ïëîñêîñòè.)
Îòâåò. Ñóùåñòâóþò, èìååòñÿ ïðèìåð.

2. Íàéäèòå âñå âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ

(x+1)5+(x+1)4(x−1)+(x+1)3(x−1)2+(x+1)2(x−1)3+(x+1)(x−1)4+(x−1)5 = 0

Ðåøåíèå. Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà (x+1)−(x−1) (ýòîò ìíîæèòåëü ðàâåí 2).
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé a6 − b6 = (a− b)(a5 + a4b+ a3b2 + a2b3 + ab4 + b5).

(x+ 1)6 − (x− 1)6 = 0

(x+ 1)6 = (x− 1)6

Óðàâíåíèå
x+ 1 = x− 1

ðåøåíèé íå èìååò. Óðàâíåíèå

x+ 1 = −(x− 1)

èìååò ðåøåíèå x = 0. Òàê êàê ìû óìíîæèëè óðàâíåíèå íà ÷èñëî 2, òî ïîñòîðîííèõ
êîðíåé íå ïîëó÷èëè.
Îòâåò. 0.

3. Íà ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ ÷åòûðå òî÷êè A,B,C,D. Èçâåñòíî, ÷òî AB = 1, BC =
2, CD =

√
3, ∠ABC = 60◦, ∠BCD = 90◦. Íàéäèòå AD.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ðèñóíîê. Ïóñòü ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå O

(ïî óñëîâèþ, ýòè ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû). Âîçìîæíî äâà ïîëîæåíèÿ òî÷êè D íà
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ïðÿìîé CD � íà îòåçêå CO è âíå ýòîãî îòðåçêà. Òðåóãîëüíèê BOC ïðÿìîóãîëüíûé,
óãîë ïðè âåðøèíå O ðàâåí 30◦. Íàõîäèì AB = 4, OA = 3, OC = 2

√
3. Äëÿ OD, ñ

ó÷åòîì CD =
√
3, ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ, OD =

√
3 èëè OD = 3

√
3. Â

òðåóãîëüíèêå AOD èçâåñòíû äâå ñòîðîíû è óãîë ïðè âåðøèíå O. Âîñïîëüçîâàâøèñü
òåîðåìîé êîñèíóñîâ, íàéäåì AD. Ïîëó÷àåì äâà çíà÷åíèÿ: AD = 3 èëè AD =

√
3.

Îòâåò. 3 è
√
3.

4. Ñóììà íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 972. ×åìó ðàâíî íàèáîëüøåå âîçìîæ-
íîå çíà÷åíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ?
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íà êàêèå ñëàãàåìûå íåîáõîäèìî ðàçáèòü 972, ÷òîáû ïîëó÷è-
ëîñü íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñðåäè ñëàãàåìûõ íå äîëæíî áûòü åäèíèö
� â ñëó÷àå, åñëè åñòü åäèíèöà, ìû ìîæåì äîáàâèòü åå ê ëþáîìó èç äðóãèõ ñëà-
ãàåìûõ, è ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ. Ëþáîå ñëàãàåìîå, áîëüøåå 4, ìîæíî ðàçáèòü
íà äâîéêè è òðîéêè. Ò.å. åñëè åñòü ñëàãàåìîå p, òî ìû ìîæåì âû÷åñòü èç íåãî 2
èëè 3, è äîáàâèòü ýòó äâîéêó èëè òðîéêó ê íàáîðó. Ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ, ò.ê.
2 · (p − 2) > p, 3 · (p − 3) > p. Âîçìîæíîå ñëàãàåìîå 4 òàêæå ìîæíî çàìåíèòü íà äâå
äâîéêè. Èòàê, äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèáîëüøåî âîçìîæíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëàìè, äàþ-
ùèìè â ñóììå 972, äîëæíû áûòü òîëüêî 2 è 3. Äàëåå, ëþáûå òðè äâîéêè çàìåíÿþòñÿ
íà äâå òðîéêè, 2 · 2 · 2 < 3 · 3. Ïîýòîìó äâîåê â íàáîðå ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà, äâå,
èëè íå áûòü ñîâñåì. Íî åñëè äâîåê îäíà èëè äâå, à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå � òðîéêè,
òî âñÿ ñóììà íå áóäåò äåëèòüñÿ íà 3. Äàííîå íàì ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, äëÿ
äîñòèæåíèÿ íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòî ÷èñëî äîëæíî áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî ñóììîé òðîåê. 972 : 3 = 324.
Îòâåò. 3324.

5. Ïàðàáîëû íà ðèñóíêå ïîëó÷åíû ñäâèãîì ïàðàáîëû f(x) = x2 è ðàçìåùåíû òàê, ÷òî
òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ OX ñîîòâåòñòâåííî ïîïàðíî ñîâïàäàþò, à âñå âåðøèíû
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Âñåãî ïàðàáîë 2020. Äëèíà îòðåçêà îñè OX, çàêëþ÷åííî-
ãî ìåæäó êîðíÿìè ïåðâîé ïàðàáîëû, ðàâíà 1; äëèíà îòðåçêà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó
êîðíÿìè âòîðîé ïàðàáîëû, ðàâíà 2. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà îñè OX, çàêëþ÷åííîãî
ìåæäó êîðíÿìè ïîñëåäíåé ïàðàáîëû.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ðàñïîëîæåíèå ïàðàáîë ìîæåò áûòü èçìíåíî ñäâèãîì âñåãî
íàáîðà âëåâî èëè âïðàâî, (äëèíû îòðåçêîâ îñè OX, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó êîðíÿìè
ïàðàáîë, ïðè ñäâèãå íå èçìåíÿòñÿ). Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé ÷åðåç
âåðøèíû ïàðàáîë, íàì íå ïîòðåáóåòñÿ. Äëèíû îòðåçêîâ çàäàþòñÿ óãëîì íàêëîíà
ïðîâåäåííîé ïðÿìîé.
Íàïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðíÿìè ïàðàáîëû. Ïóñòü x1 è x2 �
êîðíè òðåõ÷ëåíà x2 + bx+ c. Òîãäà

|x2 − x1| =
−b+

√
D

2
− −b−

√
D

2
=

√
D
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Çäåñü D � äèñêðèìèíàíò ýòîãî òðåõ÷ëåíà.

Ïóñòü x0 = − b

2
� àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû f(x) = x2+ bx+ c. Çíà÷åíèå òðåõ÷ëåíà

â ýòîé òî÷êå ðàâíî

f(x0) = x2
0 + bx0 + c =

b2

4
− b · b

2
+ c = −D

4
= −(x2 − x1)

2

4

Â íàøåé çàäà÷å íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðîâåäåííîé ïðÿìîé
(óãëà ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OX è ïðÿìîé). Îáîçíà÷èì ýòîò óãîë
φ. Ïóñòü x01 è x02 � àáñöèññû âåðøèí ïåðâîé è âòîðîé ïàðàáîë, x1, x2, x3 � èõ êîðíè
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ñì. ðèñóíîê).

tgφ =
f(x02)− f(x01)

x02 − x01

Ó íàñ

x02 − x01 = x02 − x2 + x2 − x01 =
1

2
((x3 − x2) + (x2 − x1)) =

1

2
(2 + 1) =

3

2

f(x02)− f(x01) = −1− (−1

4
) = −3

4

Ïîëó÷àåì

tgφ =
−3

4
3
2

= −1

2

Òåïåðü íàéäåì, êàê ñâÿçàíû äëèíû îòðåçêà îñè OX ìåæäó êîðíÿìè ïàðàáîë ñ íîìå-
ðàìè n+1 è n, âûðàçèâ ýòó äëèíû ÷åðåç êîðíè xn, xn+1, xn+2, çíà÷åíèÿ â âåðøèíàõ
f(x0n) è f(x0n+1), äèñêðèìèíàíòû Dn è Dn+1, íàéäåííûé òàíãåíñ. Èñïîëüçóåì, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó àáñöèññàìè âåðøèí ðàâíî ñóììå ïîëîâèí ðàññòîÿíèé ìåæäó êîð-
íÿìè ñîñåäíèõ ïàðàáîë.

x0n+1 − x0n = x0n+1 − xn+1 + xn+1 − x0n =
xn+2 − xn+1

2
+

xn+1 − xn

2
=

√
Dn+1

2
+

√
Dn

2
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tgφ = −1

2
=

f(x0n+1)− f(x0n)

x0n+1 − x0n

=
−Dn+1

4
+

Dn

4√
Dn+1

2
+

√
Dn

2

=

=
Dn −Dn+1

2(
√
Dn+1 +

√
Dn)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ √
Dn+1 −

√
Dn = 1

Îòñþäà √
Dn+1 =

√
Dn + 1

xn+2 − xn+1 = (xn+1 − xn) + 1

Ò.å. äëèíà îòðåçêà ìåæäó êîðíÿìè êàæäîé ñëåäóþùåé ïàðàáîëû óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëèíà îòðåçêà îñè OX, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó êîðíÿìè ïàðà-
áîëû ñ íîìåðîì 2020, ðàâíà 2020.
Îòâåò. 2020.
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