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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Èìååòñÿ 20 ÿáëîê, êàæäûå äâà ÿáëîêà îòëè÷àþòñÿ ïî âåñó íå áîëåå, ÷åì íà 40 ãðàìì.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ÿáëîêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êó÷êè ïî 10 ÿáëîê òàê, ÷òîáû ýòè

êó÷êè îòëè÷àëèñü ïî âåñó íå áîëåå, ÷åì íà 40 ãðàìì.

�åøåíèå. Âîçüìåì ÷åòûðå ÿáëîêà è ðàñïîëîæèì èõ âåñà â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ a ≤
b ≤ c ≤ d. Ñäåëàåì äâå êó÷êè èç äâóõ ÿáëîê êàæäàÿ, ñãðóïïèðîâàâ ñàìîå òÿæåëîå ñ

ñàìûì ëåãêèì. Ïî óñëîâèþ, âåðíû äâà íåðàâåíñòâà.

0 ≤ d− a ≤ 40,
0 ≤ c− b ≤ 40

Óìíîæèì âòîðîå íà (−1) è ñëîæèì íåðàâåíñòâà.

0 ≤ d− a ≤ 40
−40 ≤ −(c− b) ≤ 0

−40 ≤ (d− a)− (c− b) ≤ 40

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî êó÷êè îòëè÷àþòñÿ ïî âåñó íå áîëåå, ÷åì íà 40 ãðàìì (êàê â îäíó,

òàê è â äðóãóþ ñòîðîíó).

Òåïåðü âîçüìåì åùå äâà ÿáëîêà, èõ âåñà e è f ñíîâà ðàñïîëîæèì â ïîðÿäêå âîçðàñ-

òàíèÿ: e ≤ f . Âîçüìåì óæå ïîëó÷åííûå êó÷êè è óïîðÿäî÷èì èõ ïî âåñó. Ïóñòü èõ

âåñà X, Y è X ≤ Y . Äîáàâèì ê áîëåå òÿæåëîé êó÷êå Y áîëåå ëåãêîå ÿáëîêî e, à ê X

äîáàâèì f . Ñíîâà íàïèøåì äâà íåðàâåíñòâà (ïåðâîå èç íèõ ìû äîêàçàëè) è ïîâòîðèì

îöåíêó âåñîâ íîâûõ êó÷åê.

0 ≤ Y −X ≤ 40,
0 ≤ f − e ≤ 40

0 ≤ Y −X ≤ 40
−40 ≤ −(f − e) ≤ 0

−40 ≤ (Y −X)− (f − e) ≤ 40

Íîâûå êó÷êè ïî òðè ÿáëîêà ñíîâà îòëè÷àþòñÿ ïî âåñó íå áîëåå, ÷åì íà 40 ãðàìì.

Ïðîäîëæèâ òàê åùå ñåìü ðàç, ðàçäåëèì ÿáëîêè íà äâå êó÷êè ïî 10 ÿáëîê.

Äîïîëíåíèå. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ñïîñîáû ñãðóïïèðîâàòü ÿáëîêè â êó÷êè, ïðèâîäÿ-

ùèå ê âåðíîìó ðåøåíèþ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ a, b, c, d âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(ab+ 1)2 + (cd+ 1)2 + (ac)2 + (bd)2 ≥ 1

�åøåíèå. �àñêðîåì ñêîáêè.

(ab+ 1)2 + (cd+ 1)2 + (ac)2 + (bd)2 ≥ 1 ⇔

(ab)2 + 2ab+ 1 + (cd)2 + 2cd+ 1 + (ac)2 + (bd)2 ≥ 1 ⇔

Ñòðåìèìñÿ âûäåëèòü êâàäðàò ñóììû. Äîãàäàåìñÿ ïðèáàâèòü è âû÷åñòü 2abcd. Âû÷òåì
1 ñëåâà è ñïðàâà.

(ab)2 + 2abcd+ (cd)2 + 2ab+ 2cd− 2abcd+ (ac)2 + (bd)2 + 1 ≥ 0 ⇔



Âûäåëÿåì êâàäðàò ñóììû. Îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ïîçâîëÿþò ñãðóïïèðîâàòü èõ â åùå

îäèí êâàäðàò ñóììû è êâàäðàò ðàçíîñòè.

(ab+ cd)2 + 2(ab+ cd) + 1 + (ac)2 − 2abcd + (bd)2 ≥ 0 ⇔

(ab+ cd+ 1)2 + (ac− bd)2 ≥ 0

Ïîëó÷èâøååñÿ íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâóõ âåðíûõ íåðàâåíñòâ

(ab+ cd+ 1)2 ≥ 0 è (ac− bd)2 ≥ 0.

3. Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè S1 è S2 êàñàþòñÿ èçíóòðè îêðóæíîñòè S â òî÷êàõ K è M .

Òî÷êà P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè S. Òî÷êè Q è R � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ KP

è MP ñ îêðóæíîñòÿìè S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå KM è QR

ïàðàëëåëüíû.

�åøåíèå.

Ïóñòü KM ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè S1 è S2 â òî÷êàõ X è Y . Îêðóæíîñòè S è S1 èìåþò

îáùóþ êàñàòåëüíóþ â òî÷êå K (Ýòîò �àêò ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, åãî ìîæíî íå

äîêàçûâàòü.) Ïðèìåíèì òåîðåìó îá óãëå ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé ê õîðäàì KQ

è KP . Íà ýòè õîðäû â ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòÿõ îïèðàþòñÿ âïèñàííûå óãëû

∠KXQ è ∠KMP , ïîýòîìó ýòè óãëû ðàâíû. Àíàëîãè÷íî ∠MYR = ∠MKP . Îòñþäà

òðåóãîëüíèêè KQX è MRY ïîäîáíû, à òàê êàê ó íèõ ðàâíû ðàäèóñû îïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé, òî ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Îòðåçêè KQ è Y R ïàðàëëåëüíû è ðàâíû,

ò.å. KQRY � ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî äîêàçûâàåò ïàðàëëåëüíîñòü îòðåçêîâ KM è QR.

Äîïîëíåíèå. Ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè öåíòðàëüíûõ óãëîâ

è òðîéíîì èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû î âåëè÷èíå âïèñàííîãî óãëà.

4. Êàê èçâåñòíî, èç ïÿòè ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü äåñÿòü ðàçëè÷íûõ ãðóïï ïî

òðè ÷èñëà. Ñóùåñòâóþò ëè ïÿòü òàêèõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî èõ ñóììû

ïî òðè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ äåñÿòüþ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷èñëàìè?

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ïÿòü ÷èñåë x1, x2, x3, x4, x5. Äëÿ óäîáñòâà âûïèøåì âñå äåñÿòü

ñóìì.

x1 + x2 + x3 x1 + x2 + x4 x1 + x2 + x5 x1 + x3 + x4 x1 + x3 + x5

x1 + x4 + x5 x2 + x3 + x4 x2 + x3 + x5 x2 + x4 + x5 x3 + x4 + x5

�àññìîòðèì ÷åòíîñòü âñåõ äåñÿòè ñóìì.

Åñëè âñå ÷èñëà x1, x2, x3, x4, x5 ÷åòíû èëè âñå íå÷åòíû, òî ñóììû èëè âñå ÷åòíû, èëè

âñå íå÷åòíû.

Åñëè ñðåäè ýòèõ ïÿòè ÷èñåë îäíî ÷åòíîå, íàïðèìåð, x1, òî ïîëó÷èì øåñòü ÷åòíûõ

ñóìì è ÷åòûðå íå÷åòíûå.



Åñëè ñðåäè ýòèõ ïÿòè ÷èñåë äâà ÷åòíûõ, íàïðèìåð, x1 è x2, òî ïîëó÷èì øåñòü ÷åòíûõ

ñóìì è ÷åòûðå íå÷åòíûå.

Åñëè ñðåäè ýòèõ ïÿòè ÷èñåë òðè ÷åòíûõ, íàïðèìåð, x1, x2 è x3, òî ïîëó÷èì ÷åòûðå

÷åòíûå ñóììû è øåñòü íå÷åòíûõ.

Åñëè ñðåäè ýòèõ ïÿòè ÷èñåë ÷åòûðå ÷åòíûõ, íàïðèìåð, x1, x2x3 è x4, òî ïîëó÷èì ÷å-

òûðå ÷åòíûå ñóììû è øåñòü íå÷åòíûõ.

Âî âñõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî íå÷åòíûõ ñóìì íå ðàâíî ÷èñëó íå÷åòíûõ, à äåñÿòü ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ÷èñåë � ýòî ïÿòü ÷åòíûõ è ïÿòü íå÷åòíûõ, ïîýòîìó òàêèå ïÿòü ÷èñåë

x1, x2, x3, x4, x5 íàéòè íåâîçìîæíî.

Äîïîëíåíèå. Ñóùåñòâóåò äðóãîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ñóìì. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïÿòü óïî-

ðÿäî÷åííûõ ÷èñåë äàþò äåñÿòü óïîðÿäî÷åííûõ ñóìì, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà

íà åäèíèöó, è èõ ïîðÿäîê ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó ïîðÿäêó ÷èñåë. Èç-çà áîëü-

øîãî ÷èñëà íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ýòî ðåøåíèå íå ïðèâîäèòñÿ.

Îòâåò. Òàêèõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.

5. Äàíû äâå �óíêöèè (âñå ïåðåìåííûå è êîý��èöèåíòû � âåùåñòâåííûå)

f(x) = x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, g(x) = x4 + b3x
3 + b2x

2 + b1x+ b0

Èçâåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâî f(x) = g(x) íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x. Äî-

êàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî f(x+ 1) = g(x− 1) âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè

ïåðåìåííîé x.

�åøåíèå. �àâåíñòâî f(x) = g(x) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = b3x
3 + b2x

2 + b1x+ b0

(a3 − b3)x
3 + (a2 − b2)x

2 + (a1 − b1)x+ (a0 − b0) = 0

Åñëè a3 6= b3, òî ýòî � óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè, è îíî èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Òàê êàê ñêàçàíî, ÷òî ðåøåíèé íåò, òî èëè a3 = b3 è óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíè-

åì âòîðîé ñòåïåíè  îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì, èëè âñå êîý��èöèåíòû ïåðåä

ñòåïåíÿìè x ðàâíû 0, ïðè ýòîì a0 6= b0. Â ëþáîì ñëó÷àå, a3 = b3.

Äëÿ f(x+ 1) è g(x− 1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ.

f(x+ 1) = (x+ 1)4 + a3(x+ 1)3 + a2(x+ 1)2 + a1(x+ 1) + a0 = x4 + (a3 + 4)x3 + . . .+ a0

g(x− 1) = (x− 1)4 + b3(x− 1)3 + b2(x− 1)2 + b1(x− 1) + b0 = x4 + (b3 − 4)x3 + . . .+ b0

Çäåñü òî÷êè çàìåíÿþò ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå òðåòüè ñòåïåíè x.

�àâåíñòâî f(x+ 1) = g(x− 1) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

x4 + (a3 + 4)x3 + . . .+ a0 = x4 + (b3 − 4)x3 + . . .+ b0

Ñ ó÷åòîì a3 = b3 ïîëó÷àåì

8x3 + . . . = 0

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè, îíî èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
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Êðèòåðèè ïðîâåðêè

Çàäà÷à 1

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå, íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííîå. Èìååòñÿ ïåðåõîä îò îöåíîê

ðàçíîñòåé âåñîâ îòäåëüíûõ ÿáëîê ê îöåíêàì ðàçíîñòè âåñîâ êó÷åê. Óêàçà-

íî, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè íîâîé ïàðû ÿáëîê âåñà êó÷åê íåîáõîäèìî óïîðÿ-

äî÷èòü (äåéñòâóåì ñ êó÷êàìè êàê ñ ÿáëîêàìè).

3 Âåðíîå ðåøåíèå, íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííîå. Èìååòñÿ ïåðåõîä îò îöåíîê

ðàçíîñòåé âåñîâ îòäåëüíûõ ÿáëîê ê îöåíêàì ðàçíîñòè âåñîâ êó÷åê. Ïðè

äîáàâëåíèè ñëåäóþùåé ïàðû ÿáëîê âåñà êó÷åê íå óïîðÿäî÷èâàþòñÿ.

1 ×àñòè÷íî âåðíîå ðåøåíèå, íåâåðíûå äåéñòâèÿ ñ äâîéíûìè íåðàâåíñòâàìè,

îñòàëüíîå âåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 2

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. (Äîêàçàòåëüñòâî òîãî

�àêòà, ÷òî ñóììà äâóõ êâàäàðàòîâ íåîòðèöàòåëüíà, íå òðåáóåòñÿ.)

1 Âûäåëåí îäèí êâàäðàò ðàçíîñòè. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò

èëè íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 3

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå, èìåþùåå íåçíà÷èòåëüíûå íåäî÷åòû â îáîñíîâàíèè.

3 Äîêàçàòåëüñòâî íå çàêîí÷åíî. Íàïèñàíû ðàâåíñòâà âïèñàííûõ óãëîâ, èç

êîòîðûõ ñëåäóåò ïàðàëëåëüíîñòü KM è ëèíèè öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæ-

íîñòåé. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 4

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå, íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííîå. Âîçìîæíî, ïðîïóùåíû îò-

äåëüíûå ýòàïû ðàññóæäåíèé, îñíîâàííûõ íà ÷åòíîñòè�íå÷åòíîñòè è(èëè)

ïðîâåäåí íåïîëíûé ïåðåáîð âñåõ ñëó÷àåâ.

1 Ñ�îðìóëèðîâàí ðåàëèçóåìûé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Äàëüíåéøåå ïðîäâè-

æåíèå îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.
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Çàäà÷à 5

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Â öåëîì âåðíîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå íåçíà÷èòåëüíûå ëîãè÷åñêèå ïðîïóñ-

êè.

4 Â öåëîì âåðíîå ðåøåíèå. Îøèáêè â ðàáîòå ñ êîý��èöèåíòàìè è(èëè) ñòå-

ïåíÿìè ïåðåìåííîé.

3 Ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî êîý��èöèåíòîâ ïðè òðåòüèõ ñòåïåíÿõ. Äàëüíåéøåå

ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.

1 Óêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè èìååò ðåøåíèå,

çíà÷èò, ðàâåíñòâî çàäàííûõ �óíêöèé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ âòîðîé ñòå-

ïåíè (èëè íèæå).

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.
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