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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèÿ

x2 + ax+ 1 = 0 è x2 + x+ a = 0

èìåþò õîòÿ áû îäèí îáùèé êîðåíü?

�åøåíèå. Ïóñòü x0 � îáùèé êîðåíü óðàâíåíèé. Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèÿ, ïðèðàâíè-

âàåì âûðàæåíèÿ äëÿ x2

0
.

{

x2

0
+ ax0 + 1 = 0,

x2

0
+ x0 + a = 0

ax0 + 1 = x0 + a

(a− 1)x0 = a− 1 (a− 1)(x0 − 1) = 0

Ïîëó÷àåì äâà âàðèàíòà. Ïðè a = 1 óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò, x2 + x + 1 = 0 êîðíåé íå

èìååò. Ïðè x0 = 1 ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì a = −2.

Îòâåò. Ïðè a = −2.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà BH è áèññåêòðèñà AP . Íàé-

äèòå óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABPH

ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, è ∠CPH = 20◦.

�åøåíèå.

Óãîë ∠AHB � âïèñàííûé è ïðÿìîé, ïîýòîìó AB � äèàìåòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé

âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABPH . Ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë ∠APB òàêæå ïðÿìîé. Òàê êàê

∠CPH = 20◦, òî ∠APH = 70◦. Èç ýòîãî äàëåå íàõîäèì, ÷òî ∠ABH = 70◦, îí îïè-

ðàåòñÿ íà òó æå äóãó, ÷òî è ∠APH . Òåïåðü â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABH ìû

çíàåì äâà óãëà, ìîæåì íàéòè óãîë ∠BAH . Ïîëó÷àåì ∠BAH = 20◦. Èç òîãî, ÷òî AP

� áèññåêòðèñà ýòîãî óãëà, ñëåäóåò, ÷òî ∠BAP = ∠HAP = 10◦. Óãëû ∠HAP è ∠HBP



îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó, ïîýòîìó ∠HBP = 10◦. Ìîæåì íàéòè îñòàâøèåñÿ óãëû òðå-

óãîëüíèêà. ∠ABC = ∠ABH +∠HBP = 70◦+10◦ = 80◦. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåê-

òðèñà AP ñîâïàäàåò ñ âûñîòîé, ïîýòîìó îí ðàâíîáåäðåííûé, è ∠ABC = ∠ACB = 80◦.

Îòâåò. ∠ABC = ∠ACB = 80◦, ∠BAC = 20◦.

3. Ïóñòü F (x) è G(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2021. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x

âûïîëíÿåòñÿ F (F (x)) = G(G(x)) è ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî k, k 6= 0, ÷òî
ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x âûïîëíÿåòñÿ F (kF (F (x))) = G(kG(G(x))). Íàéäèòå ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà F (x)−G(x).

�åøåíèå. Òàê êàê F (F (x)) = G(G(x)), òî F (kG(G(x))) = G(kG(G(x))). Ýòî ðàâåí-

ñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x, ò.å. áîëüøå, ÷åì ïðè 2022 çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé (Òàê

êàê ìíîãî÷ëåí G(x) ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé). Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû

ñîâïàäàþò, èõ ðàçíîñòü èìååò ñòåïåíü 0.

Îòâåò. Ñòåïåíü F (x)−G(x) ðàâíà 0, ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò.

4. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà îòìåòèëè íåñêîëüêî òî÷åê. Òî÷êè ñîåäèíèëè öâåòíûìè îòðåç-

êàìè òàê, ÷òî â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå ñõîäèòñÿ òðè îòðåçêà, è êàæäàÿ âåðøèíà

òðåóãîëüíèêà ñîåäèíåíà îäíèì öâåòíûì îòðåçêîì ñ êàêîé-òî èç îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðîâåäåííûå îòðåçêè ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà òàê, ÷òî â êàæîé îòìå-

÷åííîé òî÷êå ñõîäÿòñÿ òðè îòðåçêà ðàçíîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè, ïðîâåäåí-

íûå â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

�åøåíèå. Ïóñòü ÷èñëî îòìå÷åííûõ òî÷åê âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðàâíî n. Ïóñòü èç òðåõ

îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, k1 � ÷èñëî

îòðåçêîâ ïåðâîãî öâåòà, k2 � ÷èñëî îòðåçêîâ âòîðîãî öâåòà, k3 � ÷èñëî îòðåçêîâ òðåòüå-

ãî öâåòà (k1 + k2 + k3 = 3, 0 ≤ ki ≤ 3). Òîãäà ÷èñëî âñåõ îòðåçêîâ ïåðâîãî öâåòà ðàâíî
n+ k1

2
, ÷èñëî âñåõ îòðåçêîâ âòîðîãî öâåòà ðàâíî

n+ k2

2
, ÷èñëî âñåõ îòðåçêîâ òðåòüåãî

öâåòà ðàâíî

n+ k3

2
. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî êîãäà ìû ñ÷èòàåì îáùåå ÷èñëî îòðåçêîâ, ñóììè-

ðóÿ ÷èñëà îòðåçêîâ, ñõîäÿùèõñÿ â êàæäîé âåðøèíå, ìû êàæäûé îòðåçîê ó÷èòûâàåì

äâàæäû (�÷èñëî ðåáåð ðàâíî ïîëîâèíå ñóììû ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí�). Â ÷èñëèòåëÿõ

äðîáåé ñòîÿò ÷åòíûå ÷èñëà. Ïîýòîìó ÷èñëà k1, k2, k3 èìþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Òàê

êàê k1 + k2 + k3 = 3, òî îíè ìîãóò áûòü òîëüêî íå÷åòíûìè, ðàâíûìè 1. Ýòî äîêàçûâà-
åò, ÷òî îòðåçêè, ïðîâåäåííûå â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, èìåþò ðàçíûå öâåòà. Ïîïóòíî

äîêàçàëè, ÷òî òàêàÿ ðàñêðàñêà íåâîçìîæíà, åñëè îòìå÷åíî ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê.

5. Ïóñòü S � íàáîð èç n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (n ≥ 3). Äî-
êàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé ÷èñëà

3, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñóììà òðåõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ S, ðàâíî

n− 2.

�åøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî n.

Áàçà èíäóêöèè ïðè n = 3 âûòåêàåò èç óñëîâèÿ çàäà÷è è èç ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíòâåííîé
âîçìîæíîé ñóììû â ýòîì ñëó÷àå.

Äîáàâèì ïðîâåðêó áàçû ïðè n = 4. Ïóñòü èìåþòñÿ ÷åòûðå ÷èñëà a, b, c, d. Ïóñòü d

� íàèáîëüøåå èç ýòèõ ÷èñåë. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ñóììû òðåõ ÷èñåë:

d < b+ c+ d < 3d. Íà ïðîìåæóòêå îò d äî 3d ìîæíî âñòðåòèòü òîëüêî îäíó ñòåïåíü 3.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü d < 3t < 3 · 3t < 3d, òî
d

3t
< 1 (ëåâîå íåðàâåíñòâî),

òîãäà 3
d

3t
< 3 (óìíîæèëè íà 3), íî 3 < 3

d

3t
(ïðàâîå íåðàâåíñòâî). Ïîýòîìó d ìîæåò



âîéòè â ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû íå áîëåå, ÷åì îäíîé ñòåïåíè 3 (ëþáàÿ ñóììà òðåõ

÷èñåë ìåíüøå, ÷åì 3d, è åå íå õâàòèò, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷òî-òî áîëüøåå, ÷åì 3d). Òàê
êàê áåç d ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ñóììà a+ b+ c, â ñëó÷àå ìíîæåñòâà S, ñîñòîÿùåãî

èç ÷åòûðåõ ÷èñåë, ìîæíî ïîëó÷èòü íå áîëåå äâóõ ñòåïåíåé 3.

Âûïîëíèì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S, ñîñòîÿùåãî èç n

÷èñåë, óòâåðæäåíèå âåðíî. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî S1, â êîòîðîì íà îäíî ÷èñëî áîëü-

øå (S è S1 â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àþòñÿ íàáîðîì ÷èñåë). Ïóñòü ñíîâà d � íàèáîëüøåå

÷èñëî, âõîäÿùåå â S1. �àññóæäàÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî, ìû âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

òîëüêî îäíà ñòåïåíü ÷èñëà 3, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü êàê b+ c+ d = 3t, ãäå îäíî èç
ñëàãàåìûõ ðàâíî d. Ñ äðóãèìè ñëàãàåìûìè ìîæíî ïîëó÷èòü íå áîëåå, ÷åì n−2 ñòåïå-
íåé òðîéêè, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (ýòè ñëàãàåìûå îáðàçóþò ìíîæåñòâî

èç n ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ). Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ñòåïåíåé òðîéêè,

ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû òðåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S1, íå áîëüøå n−2+1 = n−1.
Îöåíêà ñâåðõó äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîñòðîèòü. Ïóñòü

S = {1, 2, 32 − 3, 33 − 3, . . . , 3n − 3}

Êàæäûé ýëåìåíò 3i − 3 ìîæåò ó÷àñòâîâàòü ðîâíî â îäíîé ñóììå, äàþùåé ñòåïåíü

òðîéêè (ëþáûå äâà èëè òðè íå äàþò ñòåïåíü òðîéêè, ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ñëîæåíèåì 3i −
3 + 3j − 3). Ïîýòîìó ÷èñëî òàêèõ ñóìì ðàâíî n− 2.



Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2021-2022 ó÷.ãîä

11 êëàññ

Êðèòåðèè ïðîâåðêè

Çàäà÷à 1

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

3 Íå èñêëþ÷åíî èç îòâåòà çíà÷åíèå a = 1.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå è (èëè) íåâåðíûé îòâåò, íå ïîïàäàþùèé ïîä êðèòåðèè

3 áàëëà.

Çàäà÷à 2

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå, èìåþùåå íåçíà÷èòåëüíûå íåäî÷åòû â îáîñíîâàíèè. Ïî-

ëó÷åíû çíà÷åíèÿ âñåõ óãëîâ.

1 Íàïèñàíî, ÷òî AB � äèàìåòð. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò èëè

íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå è (èëè) íåâåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 3

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå. Èìåþòñÿ íåòî÷íîñòè â îáîñíîâàíèè.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå è (èëè) íåâåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 4

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå. Èìåþòñÿ íåòî÷íîñòè â îáîñíîâàíèè.

3 Ïðîâåäåí ïîäñ÷åò îòðåçêîâ îäíîãî öâåòà, ïðèìåíåíà èäåÿ ÷åòíîñòè �

íå÷åòíîñòè. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 5

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Ïðîâåäåíî âåðíîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-

öèè. Îòñóòñòâóåò ïðèìåð ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ îöåíêà. ÈËÈ

Âåðíîå ðåøåíèå. Èìåþòñÿ íåòî÷íîñòè â îáîñíîâàíèè.

3 Ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ñî-

äåðæàùåå íåòî÷íîñòè. Îòñóòñòâóåò ïðèìåð ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì äîñòè-

ãàåòñÿ îöåíêà.

1 Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, íà êîòîðîì ïîêàçàíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ çàäà÷è. Äî-

êàçàòåëüñòâî îòñóòñòâóåò.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.
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