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Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ

Ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Ïðè íåïîëíîì ðåøåíèè
çàäà÷è, áàëëû îáû÷íî âûñòàâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî òîìó, êàêîé ïðîöåíò ïîëåç-
íûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ óñèëèé, íóæíûõ äëÿ å¼ ðåøåíèÿ, áûë çàòðà÷åí. Íàïðèìåð,
íå ñëåäóåò âîîáùå äàâàòü áàëëû çà ðàññìîòðåíèå ëåãêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå
íèêàê íå ïðîÿñíÿþò îáùåé êàðòèíû.

Çà çàäà÷è, êîòîðûå ðåøåíû ïî÷òè ïîëíîñòüþ, íî â ðåøåíèè êîòîðûõ äîïóùåíû
ìåëêèå îøèáêè (ñêàæåì, àðèôìåòè÷åñêèå), ìû ðåêîìåíäóåì âû÷èòàòü îäèí èëè äâà
áàëëà â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà äîïóùåííîé îøèáêè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîâåðêà ðåøåíèé çàäà÷ è âûñòàâëåíèå áàëëîâ ÿâëÿåòñÿ
â ëþáîì ñëó÷àå ïðîöåññîì òâîð÷åñêèì è íå äî êîíöà ïîääà¼òñÿ ôîðìàëèçàöèè.
Ïîýòîìó òðóäíî äàòü ðåêîìåíäàöèè, îõâàòûâàþùèå âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè, êî-
òîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â õîäå ïðîâåðêè. Ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ ó÷åíèêàìè,
áåçóñëîâíî, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò àâòîðñêèõ. Åäèíñòâåííûì êðèòåðèåì â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèé.

Íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ ïî âûñòàâëåíèþ áàëëîâ, êàñàþùèåñÿ îòäåëüíûõ çàäà÷,
ïðèâåäåíû íèæå.

Â òåõ çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî ïðèìåð, íå îáÿçàòåëüíî ïðè-
âîäèòü ðàññóæäåíèÿ î òîì, êàê èìåííî îí áûë ïîëó÷åí. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëüíîñòü
ïðèìåðà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, åãî äîñòàòî÷íî âñåãî ëèøü ïðåäúÿâèòü. Ê ýòîé ãðóïïå
çàäà÷ îòíîñÿòñÿ VII.5, VIII.2 (ãäå æåëàòåëüíî õîòÿ áû êðàòêîå îáîñíîâàíèå). Îäíà-
êî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ïîìèìî âåðíîãî ïðèìåðà, íóæíî áûâàåò îáîñíîâûâàòü èëè
åäèíñòâåííîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ (êàê â ÷èñëîâîì ðåáóñå), èëè òîò ôàêò, ÷òî
íàéäåííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì.

Çàäà÷è VII.1, VII.4, VIII.1, VIII.3, VIII.4, X.1, X.4, XI.5 îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó îáû÷-
íûõ øêîëüíûõ. Èõ îöåíêà äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷íîé ïðàê-
òèêîé. Ìàêñèìàëüíûé áàëë äà¼òñÿ çà ïîëíîå ðåøåíèå.

Â çàäà÷å VII.2 çà âåðíûé îòâåò â ðåøåíèè ÷èñëîâîãî ðåáóñà, áåç îáîñíîâàíèÿ
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïðèñóæäàåòñÿ 3 áàëëà. Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ çàäà÷è VII.3,
åñëè âåðíûé îòâåò óêàçàí, íî íå îáîñíîâàí.

Â çàäà÷å VIII.5 áàëëû äàþòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè ïîëíîãî îáîñíîâàíèÿ. Çà èñ-
ïîëüçîâàíèå èäåè ðàñêðàñêè ìîæíî äàâàòü 1 áàëë.



Â çàäà÷å IX.1 çà âåðíóþ èäåþ ïîäñ÷¼òà ìîæíî äàâàòü äî 3 áàëëîâ, åñëè â âû-
÷èñëåíèÿõ äîïóùåíû îøèáêè. Ïðè ýòîì, åñëè ó êîãî-òî ôèãóðèðóåò äîïóùåíèå, ÷òî
äâóçíà÷íîå ÷èñëî ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ (÷òî ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé îøèáêîé), à âñ¼
îñòàëüíîå âåðíî, äà¼òñÿ íå áîëåå 1 áàëëà.

Â çàäà÷å IX.2 òðåáóåòñÿ ïîëíîå îáîñíîâàíèå îòâåòà.
Â çàäà÷å IX.3 çà îáà íàéäåííûõ âàðèàíòà áåç îáîñíîâàíèÿ ìîæíî äàâàòü äî 3

áàëëîâ.
Çà âåðíûé îòâåò â çàäà÷å IX.4 ìîæíî äàâàòü äî 2 áàëëîâ. Åñëè ðàçîáðàí ïðèìåð

ñ 17 ñåðåäèíàìè, ìîæíî äàâàòü äî 3 áàëëîâ.
Â çàäà÷å XI.5 çà ïðèìåð ñ 13 êîðàáëÿìè äà¼òñÿ 2 áàëëà.
Â çàäà÷å X.2 çà âåðíûé ïðèìåð (áåç îáîñíîâàíèÿ) ìîæíî äàâàòü äî 3 áàëëîâ.
Â çàäà÷àõ X.3, XI.3 çà âåðíîå íàõîæäåíèå äâóõ ïàð êîðíåé ìîæíî ïðèñóæäàòü

äî 3 áàëëîâ.
Â çàäà÷å X.5 çà ïîïûòêè óêàçàòü êîíêðåòíóþ ñòðàòåãèþ èãðû, íî áåç ïîëíîãî è

òî÷íîãî îáîñíîâàíèÿ, áàëëû íå ïðèñóæäàþòñÿ.
Â çàäà÷å XI.1 áàëëû íå ïðèñóæäàþòñÿ çà èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæ¼ííûõ âû÷èñ-

ëåíèé ñ äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ, ñ
òî÷íûì ñðàâíåíèåì êâàäðàòíûõ êîðíåé, âïîëíå äîïóñòèìî.

Â çàäà÷å XI.2 ãîäèòñÿ ëþáàÿ ëîãè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ ñõåìà ñ äâóìÿ âçâåøèâàíè-
ÿìè.

Çà çàäà÷ó XI.4 ìîæíî äàâàòü äî 1 áàëëà çà ïîëíîå ðàññìîòðåíèå îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ÷èñåë, ñîñòàâëåííûõ èç çàäàííîãî íàáîðà
öèôð òèïà 1, 2, 3 ñ ïîëíûì àíàëèçîì âñåõ îñòàòêîâ).
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11 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 6
√
18.

Âîçâåä¼ì îáà ÷èñëà â øåñòóþ ñòåïåíü. Íàéòè (1+
√
5

2
)6 ìîæíî ïðè ïîìîùè ôîð-

ìóë ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâîäÿ â êóá è â êâàäðàò.
Îäíàêî ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñïîñîá.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî x = 1+
√
5

2
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíå-

íèÿ, èç êîòîðîãî x2 = x+1. Òîãäà x3 = x2+x = 2x+1, è äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî
âûðàæàåì îñòàëüíûå ñòåïåíè: x4 = 2x2 + x = 3x + 2, x5 = 3x2 + 2x = 5x + 3,
x6 = 5x2 + 3x = 8x + 5. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî (1+

√
5

2
)6 = 4(1 +

√
5) + 5 =

√
80 + 9 <

9 + 9 = 18, òî åñòü 1+
√
5

2
< 6
√
18.

2. Ïðè ïåðâîì âçâåøèâàíèè ïîëîæèì íà îäíó ÷àøó ìîíåòû 2 è 3 (÷èñëî ãðàììîâ
áóäåì âåçäå îïóñêàòü), à íà äðóãóþ ÷àøó 5. Åñëè óñòàíîâèòñÿ ðàâíîâåñèå, òî
áðàêîâàííîé ìîíåòîé ÿâëÿåòñÿ 1. Ïðè âòîðîì âçâåøèâàíèè êëàä¼ì 1 è 2 íà
îäíó ÷àøó, è 3 íà äðóãóþ. Ïðè ðàâíîâåñèè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî áðàêîâàííîé áóäåò
ìîíåòà 5.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñèÿ íèãäå íå íàáëþäàëîñü. Òîãäà áðàêîâàííîé áó-
äåò ìîíåòà 2 èëè 3. Ïî ðåçóëüòàòó ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ ìû òîãäà óçíàåì, ëåã÷å
èëè òÿæåëåå îíà îñòàëüíûõ. Ïðè âòîðîì âçâåøèâàíèè 2 è 3 ëåæàò íà ðàçíûõ
÷àøàõ, îäíà èç íèõ ïåðåâåñèò, è ìû áóäåì çíàòü, íà êàêîé èç ýòèõ ÷àø íà-
õîäèòñÿ áðàêîâàííàÿ ìîíåòà, çíàÿ, â êàêóþ ñòîðîíó âåñ òàêîé ÷àøè äîëæåí
îòêëîíèòüñÿ.

3. Îòâåò: ïðè x ∈ {1±
√
5, 1± 10

9

√
3}.

Ïóñòü y = 3
√
1 + x, z = 3

√
3− x. Òîãäà y3+z3 = 4. Ïîëîæèì y+z = k ∈ Z. ßñíî,

÷òî k 6= 0. Òîãäà 4
k
= y3+z3

y+z
= y2 − yz + z2 = (y + z)2 − 3yz = k2 − 3yz, îòêóäà

yz = k3−4
3k

.

×èñëà y, z îêàçûâàþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ t2 − kt + k3−4
3k

= 0.

Åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí D = 16−k3
3k
≥ 0. Ïîíÿòíî, ÷òî k íå ìîæåò áûòü îòðè-

öàòåëüíûì, îòêóäà 0 < k ≤ 3
√
16, òî åñòü k = 1 èëè k = 2.



Â ïåðâîì ñëó÷àå y, z � êîðíè óðàâíåíèÿ t2− t− 1 = 0, ãäå x = t3− 1. ßñíî, ÷òî
t2 = t + 1, t3 = t2 + t = 2t + 1, òî åñòü x = 2t = 1 ±

√
5. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî,

÷òî ýòî äà¼ò ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå t2−2t+ 2
3
= 0, îòêóäà t2 = 2t− 2

3
, t3 = 2t2− 2

3
t = 10t

3
− 4

3
. Êîðíè

èìåþò âèä t = 1± 1√
3
, ÷òî äà¼ò x = t3 − 1 = 1± 10

9

√
3. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé

ïîíÿòíî, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîäõîäÿò (ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñèñòåìà îò y,
z äà¼ò ðåøåíèå).

Èòîãî ðåøåíèé â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ïîëó÷àåòñÿ ÷åòûðå.

4. Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç îñòàòêîâ òàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àåòñÿ.

Ïðåæäå âñåãî, åñëè âñå òðè öèôðû èìåþò îäíó è òó æå ÷¼òíîñòü, òî è îñòàòêè,
ïîëó÷àåìûå èç ÷èñåë, èìåþò òó æå ñàìóþ ÷¼òíîñòü. Ïîýòîìó äëÿ òð¼õ öèôð
áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ: ××Í è ÍÍ× (äâå öèôðû ÷¼òíû, îäíà íå÷¼òíà,
ëèáî íàîáîðîò).

Ïóñòü ñîñòàâ öèôð èìååò âèä ××Í. ×òîáû ïîëó÷èòü íå÷¼òíûé îñòàòîê, íóæíî
ïîñëåäíåé öèôðîé âçÿòü íå÷¼òíóþ. Äàëåå ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà
4 äâóçíà÷íîãî ÷èñëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ïîñëåäíèìè öèôðàìè. Ïîñëåäíþþ
öèôðó ôèêñèðóåì, à ïðåäïîñëåäíþþ ìåíÿåì, ïîëó÷àÿ òðè çíà÷åíèÿ. Îñòàòîê
æå ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ: 1 èëè 3. Çíà÷èò, êàêîå-òî èç ýòèõ äâóõ çíà-
÷åíèé âñòðåòèòñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Â ïðèíöèïå, ìîæíî ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé, òî åñòü îíà íå÷¼òíà
(íàïîìíèì, ÷òî ïîâòîðÿòü öèôðû ðàçðåøåíî).

Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî èìååòñÿ îñòàòîê r îò äåëåíèÿ íà 4, êîòîðûé ïîëó-
÷àåòñÿ òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì çà ñ÷¼ò äâóçíà÷íîãî ÷èñëà íà êîíöå. Èç íåãî
íàäî ïîëó÷èòü ÷åòûðå îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà 16, à èìåííî, çíà÷åíèÿ r, r + 4,
r+ 8, r+ 12. Îäíàêî ïåðâàÿ öèôðà ïðèíèìàåò òîëüêî òðè çíà÷åíèÿ, è îäèí èç
îñòàòêîâ òî÷íî íå ðåàëèçóåòñÿ.

Ïðèìåð: öèôðû 2, 3, 4. (Áóäåì ñòàíäàðòíî ãîâîðèòü �ïî ìîäóëþ m�, åñëè ðå÷ü
îá îñòàòêàõ îò äåëåíèÿ íà m.) ×òîáû ïî ìîäóëþ 4 ïîëó÷èëîñü 1, íà êîíöå
äîëæíî ñòîÿòü 33. Ïî ìîäóëþ 16, ýòî 1. Ïåðâóþ öèôðó ìû óìíîæàåì íà 100,
÷òî çàìåíÿåòñÿ íà 4, è äàëåå áåð¼òñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 16. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòî 8, 12, 0. Çíà÷åíèå 4 íå âîçíèêàåò. Çíà÷èò, 4+33 = 5 ïî ìîäóëþ 16 ïîëó÷èòüñÿ
íå ìîæåò.

Ñëó÷àé ÍÍ× ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí. Åñëè äâå ïîñëåäíèå öèôðû âçÿòü îäèíà-
êîâûìè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå r ïî ìîäóëþ 4 âîçíèêàåò òîëüêî ýòèì
ñïîñîáîì. Âàðüèðóÿ ïåðâóþ öèôðó, ïîëó÷àåì òîëüêî òðè âîçìîæíîñòè, à íå
÷åòûðå � äëÿ îñòàòêîâ r, r + 4, r + 8, r + 12.

Ïðèìåð: öèôðû 1, 2, 3 (òî, ÷òî îíè âçÿòû ïîäðÿä, ñèòóàöèþ íèêàê íå óïðî-
ùàåò). Íà êîíöå ñòàâèì 22, çà ñ÷¼ò ïåðâîé öèôðû ïðèáàâëÿåòñÿ 4, 8 èëè 12,



íî íå ïðèáàâëÿåòñÿ 0. Ïîýòîìó çíà÷åíèå 22 = 6 ïî ìîäóëþ 16 íå âîçíèêàåò â
êà÷åñòâå îñòàòêà.

5. Îòâåò: 8
3
.

Ïîëîæèì a = AB = BC, AC = 2b. Òîãäà âûñîòà, îïóùåííàÿ íà îñíîâàíèå,
ðàâíà h =

√
a2 − b2. Ïëîùàäü ðàâíà S = bh, à ïîëóïåðèìåòð ðàâåí p = a + b.

Îòñþäà r = S
p
= b

√
a2−b2
a+b

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ, a = 2R sin Â = 2Rh
a
, îòêóäà R = a2

2
√
a2−b2 . Íàêîíåö, îêðóæ-

íîñòü, âïèñàííàÿ â ñåãìåíò, êàñàåòñÿ îòðåçêà AB â åãî ñåðåäèíå. Âûñîòà ñåã-
ìåíòà ðàâíà 2r, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå îò öåíòðà O îïèñàííîé îêðóæíîñòè äî
ñåðåäèíû D îòðåçêà AB ðàâíî R−2r. Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-
êîâ OBD è CBK, ãäå K � ñåðåäèíà AC, èìååì R−2r

R
= b

a
. Òåì ñàìûì, 2r

R
= a−b

a
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ r è R ÷åðåç âåëè÷èíû a, b, èìååì óðàâíåíèå

2r

R
=

4b(a2 − b2)

a2(a+ b)
=

4b(a− b)

a2
=

a− b

a
.

Óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì a = 4b. Îòñþäà r = b
√
15
5

è R = 8b√
15
, òî åñòü R : r = 8

3
.


