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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, d òàêèõ, ÷òî ÷èñëà

a2 + 2cd+ b2 è c2 + 2ab+ d2 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

�åøåíèå. Ìû õîòèì ïîëó÷èòü äâà êâàäðàòà ñóììû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ

�îðìóëîé ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ab = cd. Ìîæíî

ïîäîáðàòü ëþáóþ ÷åòâåðêó ÷èñåë, íàïðèìåð, ab = 2 · 12 = 24 = 3 · 8 = cd.

�àâåíñòâî 22+2 ·3 ·8+122 = 32+2 ·2 ·12+82, îíî æå 22+2 ·2 ·12+122 = 32+2 ·3 ·8+82,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Îòâåò. Äà, òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò, ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð.

2. Èìååòñÿ äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, äëÿ çàïèñè êîòîðîãî èñïîëüçîâàíû âñå äåñÿòü öè�ð,

ïðè ýòîì íîëü íå ñòîèò íà ïåðâîì ìåñòå. Öè�ðû ýòîãî ÷èñëà ïåðåïèñàëè â îáðàò-

íîì ïîðÿäêå è ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèïèñàëè ñïðàâà ê ïåðâîíà÷àëüíîìó

÷èñëó. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ äâàäöàòèçíà÷íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 99.

�åøåíèå. Ñóììà âñåõ öè�ð ïåðâîãî äåñÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà 45, ñóììà âñåõ öè�ð

ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ðàâíà 90. Çíà÷èò, îíî äåëèòñÿ íà 9. Êàæäàÿ öè�ðà ïåðâîãî äåñÿòè-

çíà÷íîãî ÷èñëà ïðè ïåðåïèñûâàíèè ÷èñëà â îáðàòíîì ïîðÿäêå èçìåíèò íîìåð ñâîåãî

ðàñïîëîæåíèÿ íà íîâûé íîìåð äðóãîé ÷åòíîñòè � ïåðâàÿ ñòàíåò äâàäöàòîé, âòîðàÿ

� äåâÿòíàäöàòîé, òðåòüÿ - âîñåìíàäöàòîé è ò.ä. Ïîýòîìó ñóììà öè�ð, ñòîÿùèõ íà

÷åòíûõ ìåñòàõ ïîëó÷åííîãî äâàäöàòèçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà ñóììå öè�ð, ñòîÿùèõ íà

íå÷åòíûõ ìåñòàõ. Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11, ò.å. äåëèòñÿ íà 99.

3. Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì R. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè äâå

òî÷êè A è B òàê, ÷òî ∠AOB = 20◦. Äîêàæèòå, ÷òî AB >
1

3
R.

�åøåíèå.

Ïîñòðîèì åùå äâà óãëà, ðàâíûõ 20◦ � ∠BOC è ∠COD. Ïîëó÷èëè ∠AOD = 60◦, òðå-
óãîëüíèê AOD � ðàâíîñòîðîííèé, AD = R. Òàêæå AB = BC = CD. AD � êðàò÷àéøåå

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è D, ïîýòîìó R = AD < 3AB (Ëîìàíàÿ äëèííåå, ÷åì

îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé åå êîíöû.)



4. Îäíàæäû êîìàíäà �ûöàðåé è êîìàíäà Ëæåöîâ âñòðåòèëèñü â ïàðêå è ðåøèëè ïîêà-

òàòüñÿ íà êðóãîâîé êàðóñåëè, âìåùàþùåé 40 ÷åëîâåê (Êàðóñåëü �Öåïî÷êà�, íà êîòîðîé

âñå ñèäÿò äðóã çà äðóãîì). Êîãäà îíè ðàññåëèñü, êàæäûé óâèäåë äâîèõ, îäíîãî âïå-

ðåäè ñåáÿ, äðóãîãî çà ñîáîé, è ñêàçàë: "Õîòÿ áû îäèí èç ñèäÿùèõ âïåðåäè ìåíÿ èëè

ñçàäè ìåíÿ ïðèíàäëåæèò ê ìîåé êîìàíäå". Îäíî ìåñòî îêàçàëîñü ñâîáîäíûì, è îíè

ïîçâàëè åùå îäíîãî Ëæåöà. Ýòîò Ëæåö ñêàçàë: "Âìåñòå ñî ìíîé ìû ìîæåì ðàñïî-

ëîæèòüñÿ íà êàðóñåëè òàê, ÷òîáû ýòî ïðàâèëî ñíîâà áûëî âûïîëíåíî". Èç ñêîëüêè

÷åëîâåê ñîñòîÿëà êîìàíäà �ûöàðåé? (�ûöàðü âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, Ëæåö âñåãäà

ãîâîðèò íåïðàâäó. )

�åøåíèå. �àññìîòðèì ïåðâîíà÷àëüíóþ ðàññàäêó. Èç âûñêàçûâàíèÿ êàæäîãî Ëæåöà

ñëåäóåò, ÷òî íè îäèí èç ñèäÿùèõ âïåðåäè è ñçàäè íåãî íå ÿâëÿåòñÿ Ëæåöîì, ò.å. êàæ-

äûé Ëæåö îêðóæåí äâóìÿ �ûöàðÿìè. ×åðåäîâàòüñÿ Ëæåöû è �ûöàðè íå ìîãóò, òàê

êàê âïåðåäè èëè ñçàäè êàæäîãî �ûöàðÿ äîëæåí áûòü õîòÿ áû îäèí �ûöàðü. Ïîýòî-

ìó Ëæåöû è �ûöàðè â ðàññàäêå îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ...��Ë��Ë�... Ìåæäó

äâóìÿ ðûöàðÿìè, ñîñåäè êîòîðûõ - Ëæåöû, â ïåðâîíà÷àëüíîé ðàññàäêå ìîæíî äîáà-

âèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî �ûöàðåé, íàïðèìåð ...��Ë�����Ë�... Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî �ûöàðåé áóäåò òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíà ðàññàäêà ïî òðîéêàì

...��Ë��Ë�... Ïåðâîíà÷àëüíî çàíÿòî 39 ìåñò, ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3, ïîýòîìó ìàêñè-

ìàëüíîå ÷èñëî Ëæåöîâ � 13, ìèíèìàëüíîå ÷èñëî �ûöàðåé � 26. Îáðàòèì âíèìàíèå íà

òî, ÷òî åñëè çàìåíèòü îäíîãî Ëæåöà íà �ûöàðÿ, òî ïîëó÷èì 12 Ëæåöîâ, äëÿ îáðàçî-

âàíèÿ òðîåê íåîáõîäèìî 24 �ûöàðÿ, è åùå 3 �ûöàðÿ ìîæíî ðàñïîëîæèòü ïðîèçâîëüíî

ìåæäó äðóãèìè �ûöàðÿìè.

Â óñëîâèè çàäà÷è ãîâîðèòñÿ, ÷òî ðàññàäêà ïðè ïîÿâëåíèè åùå îäíîãî Ëæåöà ïðîâî-

äèòñÿ çàíîâî. Ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî ðàññàäèòü 40 ÷åëîâåê âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûì

Ëæåöîì. Èç åãî âûñêàçûâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàññàäèòü èõ òàê, ÷òîáû õîòÿ áû îäèí

èç ñèäÿùèõ âïåðåäè èëè ñçàäè êàæäîãî ïðèíàäëåæàë ê åãî æå êîìàíäå, íåâîçìîæ-

íî. Åñëè áû ó íàñ áûëà ëèøíÿÿ òðîéêà �ûöàðåé, êîòîðóþ ìû ïðè ïåðâîé ðàññàäêå

ðàçìåñòèëè ñâîáîäíî, òî òîãäà äîïîëíèòåëüíûé Ëæåö âìåñòå ñ äâóìÿ èç íèõ ìîã áû

îáðàçîâàòü òðîéêó ..��Ë.. Ïîýòîìó ïðè ïåðâîíà÷àëüíîé ðàññàäêå áîëüøå, ÷åì 26 �û-

öàðåé áûòü íå ìîãëî.

Îòâåò. Êîìàíäà �ûöàðåé ñîñòÿëà èç 26 ÷åëîâåê.

5. Èìååòñÿ 12 ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå ëþáûõ

äâóõ ÷èñåë èç ýòîãî íàáîðà íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 2. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü

íà øåñòü ïàð òàê, ÷òî åñëè âû÷èñëèòü ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ïàðå, òî îòíîøåíèå

ëþáûõ äâóõ èç ïîëó÷åííûõ øåñòè ñóìì íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü

3

2
.

�åøåíèå. �àñïîëîæèì ÷èñëà â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ

x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ x6 ≤ x7 ≤ . . . ≤ x11 ≤ x12. Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâ

÷èñëà x1 = a, x6 = b, x7 = c, x12 = d.

Ïî óñëîâèþ,

d

b
≤ 2, ò.å. d ≤ 2b. Àíàëîãè÷íî

b

a
≤ 2, ò.å. b ≤ 2a.

Ïîñòðîèì ïàðû (a, d) è (b, c). Ïîëó÷èì ñóììû a+d è b+c. Äîêàæåì äëÿ íèõ òðåáóåìîå

ñîîòíîøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî

a + d

b+ c
≤

3

2
.

{

a ≤ b

d ≤ 2b
⇒ a + d ≤ b+ 2b ⇔ a+ d ≤ 3b

3b =
3

2
b+

3

2
b ≤

3

2
b+

3

2
c



a + d ≤ 3b ≤
3

2
(b+ c)

Ýòî ðàâåíñòâî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äàëåå ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî

b+ c

a+ d
≤

3

2
.

{

b ≤ 2a

c ≤ d
⇒ b+ c ≤ 2a+ d

2a+ d =
3

2
a+

1

2
a+ d ≤

3

2
a +

1

2
d+ d =

3

2
a+

3

2
d

b+ c ≤ 2a+ d ≤
3

2
(a+ d)

�àçäåëèì âñå 12 ÷èñåë íà ïàðû: â êàæäóþ ïàðó îáúåäèíèì äâà ÷èñëà, íàõîäÿùèõ-

ñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ñåðåäèíû. Ê ýòèì ïàðàì ìîæíî ïðèìåíèòü îöåíêó

îòíîøåíèé ñóìì, ïðîäåëàííóþ âûøå.

Ïîëó÷àåì ñóììû (x1 + x12), (x2 + x11), (x3 + x10), (x4 + x9), (x5 + x8), (x6 + x7), óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ.
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Êðèòåðèè ïðîâåðêè

Çàäà÷à 1

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîå ðåøåíèå, ïðèâîäèòñÿ ïðàâèëüíûé ÷èñëåííûé ïðèìåð.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå è (èëè) íåâåðíûé ïðèìåð è(èëè) íåâåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 2

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîå ðåøåíèå. Ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî äåëèìîñòè íà 9 è íà 11.

4 Ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî äåëèìîñòè íà 11, îòñóòñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî

äåëèìîñòè íà 9.

3 Ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî äåëèìîñòè íà 9, îòñóòñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî äå-

ëèìîñòè íà 11.

1 Âû÷èñëåíà ñóììà öè�ð è(èëè) çàìå÷åíî, ÷òî ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ

÷åòíîñòü íîìåðà ìåñòà êàæäîé öè�ðû. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóò-

ñòâóåò.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 3

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå. Ïðàâèëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.

4 Âåðíîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå ëîãè÷åñêèå ïðîïóñêè â îáîñíîâàíèè.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 4

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïðàâèëüíûé îòâåò. Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå íåçíà÷èòåëüíûå ëîãè÷åñêèå ïðîïóñêè â äî-

êàçàòåëüñòâàõ.

3 Äîêàçàíî, ÷òî �ûöàðåé íå ìåíüøå 26. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóò-

ñòâóåò èëè íåâåðíî.

1 Ïîêàçàíî, ÷òî �ûöàðè è Ëæåöû äîëæíû îáðàçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

...��Ë... Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå è (èëè) íåâåðíûé îòâåò, êðîìå ðåøåíèé, ïîïàäàþùèõ

ïîä êðèòåðèé 3 áàëëà. Â ÷àñòíîñòè, íå ó÷òåíî, ÷òî ñ ïðèõîäîì åùå îäíîãî

Ëæåöà ðàññàäêà ïðîâîäèòñÿ çàíîâî.

Çàäà÷à 5

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

6 Âåðíîå ðåøåíèå. Îòëè÷èå îò 7 áàëëîâ � âñå äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäÿòñÿ

äëÿ îäíîé ïàðû ñóìì. Íå óêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà íóæíî

ïðèìåíèòü ê äðóãèì ïàðàì ñóìì.

5 Âåðíîå ðåøåíèå. Ïðèâîäèòñÿ ðàçáèåíèå âñåõ ÷èñåë íà ïàðû è îöåíêà îò-

íîøåíèé ñóìì. Äëÿ îäíîé ïàðû ñóìì äîêàçàíî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

a + d

c + b
≤

3

2
, íå äîêàçàíî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

c + b

a + d
≤

3

2

3 ×àñòè÷íî âåðíîå ðåøåíèå. Ïðè ïðîâåäåíèè îäíîãî èç äîêàçàòåëüñòâ íàðó-

øåíû ïðàâèëà äåéñòâèé ñ íåðàâåíñòâàìè.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.
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