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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Îëüãà ïðîåõàëà èç ãîðîäà íà äà÷ó íà òàêñè ñ ïåðåñàäêîé â ïîñåëêå. Èç ãîðîäà äî

ïîñåëêà îíà åõàëà íà �Òàêñè-A�, è çàïëàòèëà çà ïîåçäêó èç ðàñ÷åòà 6 ðóá çà êì. Èç

ïîñåëêà äî äà÷è îíà åõàëà íà �Òàêñè-Á� è çàïëàòèëà çà ïîåçäêó èç ðàñ÷åòà 4 ðóá çà

êì. Íà ñëåäóþùèé äåíü Îëüãà åõàëà îáðàòíî, è îáå �èðìû òàêñè ïîìåíÿëè òàðè�

� �Òàêñè-A� çà ïîåçäêó îò ïîñåëêà äî ãîðîäà âçÿëî ïî 3 ðóá çà êì, �Òàêñè-Á� âçÿëî

çà ïîåçäêó îò äà÷è äî ïîñåëêà ïî 10 ðóá çà êì. Îëüãà íàñ÷èòàëà, ÷òî íà âòîðîé äåíü

îíà çàïëàòèëà ðîâíî íà 100 ðóá ìåíüøå. Ìîãëî ëè òàê áûòü? Îïëàòà ïîåçäîê â òàêñè

ïðîèçâîäèëàñü çà öåëîå ÷èñëî êèëîìåòðîâ, âðåìÿ íà ïîñàäêó è âûñàäêó Îëüãà íå

îïëà÷èâàëà.

�åøåíèå. Íåò, íå ìîãëî. �àçíîñòü ñòîèìîñòåé ïîåçäêè â ðàçíûå äíè íà �Òàêñè-A� 3

ðóá çà êì, íà �Òàêñè-Á� � 6 ðóá çà êì. Îáå ðàçíèöû äåëÿòñÿ íà 3, ïîýòîìó, íåçàâèñèìî

îò äëèíû ìàðøðóòà, èçìåíåíèå ñòîèìîñòè äîëæíî áûòü ÷èñëîì, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 3.

Ïîýòîìó çàïëàòèòü íà 100 ðóá ìåíüøå íå ïîëó÷èòñÿ.

Îòâåò. Òàê áûòü íå ìîãëî, çàïëàòèòü ðîâíî íà 100 ðóá ìåíüøå íåâîçìîæíî.

2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ a, b

a2 + 4b2 + 4b− 4a + 5 ≥ 0

Ïðè êàêèõ a, b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî?

�åøåíèå.

a2 + 4b2 + 4b− 4a+ 5 ≥ 0 ⇔

a2 − 4a+ 4 + 4b2 + 4b+ 1 ≥ 0 ⇔

(a− 2)2 + (2b+ 1)2 ≥ 0

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ êàê ñóììà äâóõ âåðíûõ íåðàâåíñòâ (a − 2)2 ≥ 0,
(2b+ 1)2 ≥ 0.

�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 2, b = −
1

2
, ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ

êâàäðàòîâ â ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâàõ.

3. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè 2021 òî÷êó è ñîåäèíèëè ýòè òî÷êè îòðåçêàìè òàê, ÷òî ïîëó-
÷èëñÿ âûïóêëûé âïèñàííûé 2021-óãîëüíèê, ðàçðåçàííûé äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíè-
êè. Ïðè ýòîì íèêàêèå äâå äèàãîíàëè íå ïåðåñåêëèñü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ (îáùèìè

òî÷êàìè ðàçëè÷íûõ äèàãîíàëåé ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåðøèíû). Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè

ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîãî îñòðîóãîëüíîãî.

�åøåíèå. Íàì äàí âïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê, ðàçäåëåííûé íà òðåóãîëüíèêè. Âñå ïî-

ëó÷åííûå òðåóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ âïèñàííûìè â îäíó îêðóæíîñòü. Öåíòð îêðóæíî-

ñòè ìîæåò ëåæàòü âíóòðè òîëüêî îäíîãî òðåóãîëüíèêà, èëè îêàçàòüñÿ íà äèàãîíàëè,

èëè ëåæàòü âíå ìíîãîóãîëüíèêà. Êàê èçâåñòíî, òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ îñòðîóãîëü-

íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ âíóòðè ýòî-

ãî òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó ðàçäåëåíèå âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà òðåóãîëüíèêè

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîãî îñòðîóãîëüíîãî

òðåóãîëüíèêà.



4. Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ. Ïðîâåäåíû äâå îêðóæíîñòè: ïåðâàÿ îêðóæíîñòü êà-

ñàåòñÿ áîêîâûõ ñòîðîí â âåðøèíàõ îäíîãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè, âòîðàÿ îêðóæíîñòü

êàñàåòñÿ áîêîâûõ ñòîðîí â âåðøèíàõ äðóãîãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Äèàãîíàëü òðàïå-

öèè ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç îêðóæíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àþòñÿ äâå õîðäû.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè õîðäû ðàâíû.

�åøåíèå. Âîçìîæíî äâà âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé. Ïåðâûé âàðèàíò. Ïóñòü

ïåðâàÿ îêðóæíîñòü îòñåêàåò îò äèàãîíàëè BD õîðäó BK, âòîðàÿ îêðóæíîñòü îòñå-

êàåò îò äèàãîíàëè BD õîðäó MD. Õîðäû BK è MD íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî BK = MD. Ïóñòü BK = x,KM = y,MD = z. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé

î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé äâà ðàçà.

Èç òî÷êè B êî âòîðîé îêðóæíîñòè: BA2 = BM · BD = (x+ y)(x+ y + z).

Èç òî÷êè D ê ïåðâîé îêðóæíîñòè: DC2 = DK ·DB = (z + y)(x+ y + z).

Òàê êàê òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ, òî BA = DC. Ìîæíî ïðèðàâíÿòü ïðàâûå ÷àñòè

ðàâåíñòâ: (x+ y)(x+ y + z) = (z + y)(x+ y + z). Îòñþäà x = z, ÷òî òðåáîâàëîñü.

Âòîðîé âàðèàíò ðàñïîëîæåíèÿ. Ïóñòü ïåðâàÿ îêðóæíîñòü îòñåêàåò îò äèàãîíàëè BD

õîðäó BM , âòîðàÿ îêðóæíîñòü îòñåêàåò îò äèàãîíàëè BD õîðäó KD. Õîðäû BM

è KD ïåðåñåêàþòñÿ ïî îòðåçêó KM . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî BM = KD. Ïóñòü

BK = x,KM = y,MD = z. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé äâà

ðàçà.

Èç òî÷êè B êî âòîðîé îêðóæíîñòè: BA2 = BK · BD = x(x+ y + z).

Èç òî÷êè D ê ïåðâîé îêðóæíîñòè: DC2 = DM ·DB = z(x + y + z).

Ïðèðàâíèâàåì ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì x(x+y+ z) = z(x+y+ z). Â ýòîì ñëó÷àå òîæå

ïîëó÷àåì x = z. BM = x+ y,KD = z + y, BM = KD.

5. Óðàâíåíèå x3+px2+qx+r = 0, ãäå p, q, r � öåëûå, èìååò òðè ðàçëè÷íûõ öåëûõ êîðíÿ
x1, x2, x3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà q è r íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ÷èñëà â êàæäîé èç ïàð (x1, x2), (x2, x3), (x3, x1) íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé.

�åøåíèå. Òàê êàê óðàâíåíèå èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1, x2, x3, òî ëåâàÿ ÷àñòü

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà ìíîæèòåëè

x3 + px2 + qx+ r = (x− x1)(x− x2)(x− x3)

�àñêðîåì ñêîáêè ñïðàâà

x3 + px2 + qx+ r = x3 − (x1 + x2 + x3)x
2 + (x1x2 + x2x3 + x3x1)x− x1x2x3

Ïîëó÷àåì q = x1x2 + x2x3 + x3x1, r = −x1x2x3.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó. Ïóñòü êîðíè ïîïàðíî íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé. Ïóñòü

ïðîñòîå ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïåðâîãî êîðíÿ x1. Òîãäà k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

r. Òàê êàê r ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ êîðíåé, òî ëþáîé åãî äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ



äåëèòåëåì êàêîãî-òî èç ìíîæèòåëåé, ò.å. äåëèòåëåì êàêîãî-òî êîðíÿ. Èç òîãî, ÷òî

êîðíè íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé äåëèòåëü k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

ðîâíî îäíîãî êîðíÿ. Êîðåíü x1 âõîäèò â äâà ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëÿþùèõ q, è íå âõîäèò

â ñëàãàåìîå x2x3. Ïîýòîìó k íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì q, è ÷èñëà q è r íå èìåþò îáùèõ

äåëèòåëåé.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü q è r íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé.

Ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì r. Òîãäà ýòî ÷èñëî èëè ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

îäíîãî êîðíÿ, íàïðèìåð, x1, èëè äâóõ êîðíåé, íàïðèìåð, x1 è x2. Íî åñëè k ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì äâóõ êîðíåé, òî q äåëèòñÿ íà k, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî q è r íå èìå-

þò îáùèõ äåëèòåëåé. Çíà÷èò, êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà r ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

òîëüêî îäíîãî êîðíÿ, è êîðíè íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé.
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Êðèòåðèè ïðîâåðêè

Çàäà÷à 1

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

3 Çàìå÷åíî, ÷òî âñå ñòîèìîñòè ïîåçäîê èçìåíèëèñü íà ÷èñëî, êðàòíîå 3.

Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå íåâåðíî èëè îòñóòñòâóåò.

1 Ïðèâîäèòñÿ ïðàâèëüíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ, èëè îáîñíîâàíèå îøèáî÷-

íî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå è (èëè) íåâåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 2

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî, íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïå-

ðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. (Äîêàçàòåëü-

ñòâî òîãî �àêòà, ÷òî ñóììà äâóõ êâàäàðàòîâ íåîòðèöàòåëüíà, íå òðåáóåò-

ñÿ.)

5 Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, íå íàéäåíû.

1 Âûäåëåí îäèí êâàäðàò ðàçíîñòè. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò

èëè íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 3

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå, íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííîå.

1 Óêàçàíî, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè, âïèñàííûå â îäíó

îêðóæíîñòü. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 4

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå. �àññìîòðåí îäèí èç äâóõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæå-

íèÿ õîðä íà äèàãîíàëè òðàïåöèè.

1 Îøèáêà â ïðèìåíåíèè òåîðåìû î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 5

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ

7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.

5 Âåðíîå ðåøåíèå, â êîòîðîì äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî â îäíó ñòîðîíó, ðàâ-

íîñèëüíîñòü äâóõ óòâåðæäåíèé íå äîêàçàíà.

3 Â öåëîì âåðíîå äîêàçàòåëüñòâî, íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííîå, ñîäåðæàùåå

íåñòðîãèå (íåäîêàçàííûå) ðàññóæäåíèÿ.

1 Ïðèâåäåíî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè. Ïîêàçàíà ñâÿçü êîý��èöèåíòîâ è

êîðíåé. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå.
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