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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Ñóùåñòâóåò ëè öåëîå çíà÷åíèå a, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå

x2 − 2023x+ 2022a+ 1 = 0

èìååò öåëûé êîðåíü?

(Íàéäèòå âñå òàêèå öåëûå çíà÷åíèÿ a èëè äîêàæèòå, ÷òî èõ íåò.)

�åøåíèå. Ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ ðàâíî x1 ·x2 = 2022a+1, åñëè îíè ñóùåñòâó-
þò. Åñëè îäèí êîðåíü öåëûé, òî è âòîðîé êîðåíü öåëûé. Ñóììà êîðíåé ðàâíà 2023. Òàê
êàê ïðîèçâåäåíèå êîðíåé íå÷åòíî, òî îáà êîðíÿ íå÷åòíûå. Ïîýòîìó èõ ñóììà äîëæíà

áûòü ÷åòíîé. Ïîëó÷àåì, ÷òî öåëûõ êîðíåé óðàâíåíèå èìåòü íå ìîæåò.

Îòâåò. Òàêèõ öåëûõ çíà÷åíèé a íå ñóùåñòâóåò.

2. Ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ a, b äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a2 + ab+ b2 ≤ 3(a−
√
ab+ b)2

�åøåíèå. Ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.
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Îáà ìíîæèòåëÿ íåîòðèöàòåëüíû, âñå ïåðåõîäû ðàâíîñèëüíû.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà.

3. Òî÷êè ïðÿìîé îêðàøåíû â äâà öâåòà (êàæäûé öâåò ïðèñóòñòâóåò, êàæäàÿ òî÷êà

èìååò ðîâíî îäèí öâåò). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðè òî÷êè îäíîãî öâåòà, òàêèå, ÷òî

îäíà ëåæèò ðîâíî ïîñåðåäèíå ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

�åøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè îêðàøåíû â êðàñíûé è ñèíèé öâåò. Åñëè íà ïðÿ-

ìîé ðîâíî îäíà òî÷êà êðàñíîãî öâåòà, à âñå îñòàëüíûå îêðàøåíû â ñèíèé öâåò, òî

çàäà÷à èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå � áåðåì äâå ñèíèå òî÷êè ïî îäíó ñòîðîíó îò êðàñ-

íîé, è ñåðåäèíà îòðåçêà ìåæäó ñèíèìè òî÷êàìè òîæå áóäåò ñèíåé. Òåïåðü ðàññìîòðèì

îáùèé ñëó÷àé. Âûáåðåì äâå êðàñíûå òî÷êè K1 è K2, ñì. ðèñ. Íîìåðà òî÷åê ïîêàçû-

âàþò î÷åðåäíîñòü èõ ïîÿâëåíèÿ íà ðèñóíêå. Ñìîòðèì, â êàêîé öâåò îêðàøåíà òî÷êà,



ëåæàùàÿÿ íà ðàññòîÿíèè K1K2 âïðàâî îò òî÷êè K2. Åñëè ýòà òî÷êà êðàñíàÿ, òî èñêî-

ìûå òðè òî÷êè íàéäåíû. Åñëè ýòà òî÷êà ñèíÿÿ, îáîçíà÷åííàÿ S3, òî ñìîòðèì, â êàêîé

öâåò îêðàøåíà òî÷êà, ëåæàùàÿÿ íà ðàññòîÿíèè K1K2 âëåâî îò òî÷êè K1. Åñëè ýòà

òî÷êà êðàñíàÿ, òî èñêîìûå òðè òî÷êè íàéäåíû. Åñëè ýòà òî÷êà ñèíÿÿ, îáîçíà÷èì åå

S4. Òåïåðü ïîñìîòðèì, â êàêîé öâåò îêðàøåíà òî÷êà, ëåæàùàÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó K1

è K2 (îíà æå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà S4S3). Åñëè ñåðåäèíà îòðåçêà K1K2

îêðàøåíà â êðàñíûé öâåò, òî èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè K1, K5, K2. Åñëè ñåðåäèíà

îòðåçêà K1K2 îêðàøåíà â ñèíèé öâåò, òî èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè S4, S5, S3.

4. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è N . ×åðåç òî÷êó M ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ,

ïåðåñåêàþùàÿ ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå A, âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå C. ×åðåç

òî÷êó N ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå B, âòîðóþ

îêðóæíîñòü â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî

⌣ AM+ ⌣ MC =⌣ BN+ ⌣ ND

ãäå ⌣ AM,⌣ MC,⌣ BD,⌣ ND � óãëîâûå âåëè÷èíû äóã, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå

(âûáèðàþòñÿ äóãè, íå ñîäåðæàùèå òî÷åê âòîðîé ïðÿìîé).

�åøåíèå. 1é ñïîñîá. ×åòûðåõóãîëüíèêè AMNB è CMND âïèñàííûå, ïîýòîìó ∠MNB =
180◦−∠MAB, ∠MND = ∠MAB, ∠MCD = 180◦−∠MAB, ∠DCK = ∠MAB. Îòñþäà

ïðÿìûå AB è CD ïàðàëëåëüíû. Ïðîâåäåì ïðÿìóþMN äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè AB

è CD. Óãëû ∠AXY è ∠XYD ðàâíû. Êàê èçâåñòíî, îíè âûðàæàþòñÿ ïîëóðàçíîñòüþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã.

∠AXY =
1

2
(⌣ AM− ⌣ BN) = ∠XYD =

1

2
(⌣ ND− ⌣ MC)

Â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà âû÷èòàåì èç áîëüøåé äóãè ìåíüøóþ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,

òàê êàê òî÷êè X è Y ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò AC è BD. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà

ñëåäóåò

⌣ AM+ ⌣ MC =⌣ BN+ ⌣ ND

2é ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ∠MAN = ∠MBN , ∠MCN = ∠MDN , ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè

ANC è BMD ïîäîáíû, è óãëû ∠ANC è ∠BMD ðàâíû. Êàæäûé èç ýòèõ óãëîâ ðàâåí

ñóììå äâóõ âïèñàííûõ óãëîâ, îïèðàþùèõñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè.

∠ANC = ∠ANM + ∠MNC = ∠BMD = ∠BMN + ∠MND
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5. Ñòàÿ, â êîòîðîé 64 âîðîáüÿ, ðàññàæèâàåòñÿ ïî äåðåâüÿì. Äàëåå, ñåðèåé ïåðåëåòîâ,

ñòàÿ ìåíÿåò ðàçìåùåíèå íà äåðåâüÿõ. Åñëè íà êàêîì-òî äåðåâå îêàçûâàåòñÿ íå ìåíåå

ïîëîâèíû âñåõ ïòèö, òî ñ íåãî íà êàæäîå èç îñòàëüíûõ äåðåâüåâ ïåðåëåòàåò ðîâíî

ñòîëüêî âîðîáüåâ, ñêîëüêî óæå ñèäèò íà ýòîì äåðåâå (è ýòî ñ÷èòàåòñÿ çà îäèí ïå-

ðåëåò). Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò íà äâóõ äåðåâüÿõ îêàæåòñÿ ïî 32 âîðîáüÿ, òî îíè

ïåðåëåòàþò ñ êàêîãî-òî îäíîãî äåðåâà ïî òàêîìó æå ïðàâèëó. Ïåðâîíà÷àëüíî âîðîáüè

òàê ðàññåëèñü ïî äåðåâüÿì, ÷òî ñòàå ïðèøëîñü ñäåëàòü 6 ïåðåëåòîâ, è ïîñëå ýòîãî ñòàÿ

óñïîêîèëàñü. Äîêàæèòå, ÷òî âñå âîðîáüè ñîáðàëèñü íà îäíîì äåðåâå.

�åøåíèå. Ïîñëå ïåðâîãî ïåðåëåòà íà êàæäîì äåðåâå, íà êîòîðîå ïåðåëåòåëè âîðîáüè,

îêàæåòñÿ èõ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2. Îáùåå ÷èñëî âîðîáüåâ òîæå äåëèòñÿ íà 2, ïî-

ýòîìó îñòàòîê âîðîáüåâ íà ïåðâîì äåðåâå, ñ êîòîðîãî ïåðåëåòåëè, òîæå äåëèòñÿ íà 2.

Àíàëîãè÷íî, ïîñëå âòîðîãî ïåðåëåòà íà êàæäîì äåðåâå, íà êîòîðîå ïåðåëåòåëè, ÷èñëî

âîðîáüåâ äåëèòñÿ íà 22, ò.å. íà 4. Îáùåå ÷èñëî âîðîáüåâ äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó îñòà-

òîê âîðîáüåâ íà äåðåâå, ñ êîòîðîãî ïåðåëåòåëè, äåëèòñÿ íà 4. Ïîñëå øåñòîãî ïåðåëåòà

áóäåò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå ïî äåðåâüÿì � íà êàæäîì äåðåâå ÷èñëî âîðîáüåâ áóäåò

äåëèòüñÿ íà 26, ò.å. íà 64. Ïîýòîìó íà êàêîì-òî äåðåâå îêàæóòñÿ âñå 64 âîðîáüÿ, à íà

îñòàëüíûõ äåðåâüÿõ áóäåò ïî 0 âîðîáüåâ.

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ðàññàäêà: 1, 1, 2, 4, 8, 16, 32 âîðîáüÿ íà äåðåâå ñîîòâåòñòâåííî. Äðóãàÿ
ïåðâîíà÷àëüíàÿ ðàññàäêà: 1, 63 âîðîáüÿ íà äåðåâå ñîîòâåòñòâåííî. Òðàäèöèîííî, ïðè

ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè óñëîâèÿ íå îáÿçàòåëüíà, ò.å. ïðåäúÿâëå-

íèå ïåðâîíà÷àëüíîé ðàññêàäêè íå òðåáóåòñÿ.


