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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Â êàæäîé èç âåðøèí êóáà, ðåáðî êîòîðîãî ðàâíî 1, íàõîäèòñÿ öåíòð øàðà. Âñå øà-

ðû îäèíàêîâû, è êàæäûé êàñàåòñÿ òðåõ ñîñåäíèõ øàðîâ. Íàéäèòå äëèíó òîé ÷àñòè

ïðîñòðàíñòâåííîé äèàãîíàëè êóáà, êîòîðàÿ ëåæèò âíå øàðîâ.

�åøåíèå. �àññìîòðèì äâà øàðà, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò â âåðøèíàõ îäíîãî ðåáðà. Òàê

êàê øàðû èìåþò îäèíàêîâûé ðàäèóñ è êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, òî ðàäèóñ êàæäîãî øàðà

ðàâåí
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. �àññìîòðèì ñå÷åíèå ABC1D1. Ýòî ñå÷åíèå ñîäåðæèò äèàãîíàëü AC1, êàæ-

äûé øàð îòñåêàåò îò ýòîé äèàãîíàëè îòðåçîê äëèíû
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. Äèàãîíàëü êóáà èìååò äëèíó√
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2. Íà øàõìàòíóþ äîñêó ïîñòàâèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî áåëûõ è ÷åðíûõ ïåøåê. ×èñëî

áåëûõ ïåøåê áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ÷åðíûõ ïåøåê. ×èñëî ïåøåê, ñòîÿùèõ íà ÷åðíûõ

êëåòêàõ, ìåíüøå ÷èñëà ïåøåê, ñòîÿùèõ íà áåëûõ êëåòêàõ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ

ïî êðàéíåé ìåðå îäíà áåëàÿ ïåøêà, ñòîÿùàÿ íà áåëîé êëåòêå.

�åøåíèå. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íà áåëûõ êëåòêàõ ñòîÿò òîëüêî ÷åðíûå ïåø-

êè. Òîãäà ÷èñëî ÷åðíûõ ïåøåê áîëüøå ÷èñëà âñåõ ïåøåê, ñòîÿùèõ íà ÷åðíûõ êëåòêàõ,

à ýòî ÷èñëî íå ìåíüøå ÷èñëà áåëûõ ïåøåê (ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî áåëûå ïåøêè ñòîÿò

òîëüêî íà ÷åðíûõ êëåòêàõ, è íåêîòîðûå ÷åðíûå ïîëÿ ìîãóò áûòü çàíÿòû ÷åðíûìè

ïåøêàìè). Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ÷èñëî ÷åðíûõ ïåøåê áîëüøå ÷èñëà áåëûõ ïåøåê, à ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

3. Ïàðàáîëà

f(x) = x2 + px+ q

ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå îñè â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Íàçîâåì ýòè òî÷êè ïåðåñå÷å-

íèÿ ñ îñÿìè A,B,C. Ïóñòü òî÷êà D èìååò êîîðäèíàòû D(0; 1). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B,C,D.

�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, �óíêöèÿ f(x) = x2 + px + q èìååò äâà êîðíÿ x1, x2.

Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ îñÿìè òàê: A(x1; 0), B(x2; 0), C(0; q). Íåîá-
õîäèìî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé: q < 0, òî÷êà C ëåæèò íèæå îñè OX ,



íà÷àëî êîîðäèíàò O íàõîäèòñÿ âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ACBD. Ïî òåîðåìå Âèåòà

|x1| · |x2| = |q|, ò.å.|x1| · |x2| = |q| ·1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ äëèí îòðåçêîâ ðàâ-
íû: OA·OB = OC ·OD. Ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè OAC è OBD ïîäîáíû.

Îòñþäà ðàâíû óãëû ∠ACD = ∠ABD, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ACBD

� âïèñàííûé. �åøåíèå ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû, îáðàòíîé ê

òåîðåìå îá îòðåçêàõ ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä.

Âòîðîé ñëó÷àé: q > 0, òî÷êà C ëåæèò âûøå îñè OX , íà÷àëî êîîðäèíàò O íàõîäèòñÿ

âíå ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ, |x1| · |x2| = |q| = |q| · 1.
Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AOD è BOC ïîäîáíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíû óãëû

∠OAD = ∠OCB, ïîýòîìó â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà óãëîâ ∠DAB è ∠CBD ðàâíà

180◦, è ÷åòûðåõóãîëüíèê � âïèñàííûé.

4. Ïóñòü a, b � äëèíû êàòåòîâ, c � äëèíà ãèïîòåíóçû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Äî-

êàæèòå, ÷òî
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c3 − a3 − b3

c(c− a)(c− b)
<

√
2 + 2

�åøåíèå. Ïðåîáðàçóåì, íåñêîëüêî ðàç èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå a2 + b2 = c2

c3 − a3 − b3 = c · c2 − a3 − b3 = ca2 + cb2 − a3 − b3 =

= a2(c− a) + b2(c− b) = (c2 − b2)(c− a) + (c2 − a2)(c− b) =

= (c− a)(c− b)(c+ b+ c+ a) = (c− a)(c− b)(2c+ a + b)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî óïðîùåíèÿ, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

c < a+ b <
√
2c

Ëåâàÿ ÷àñòü � ýòî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàæåì ïðàâóþ ÷àñòü

a+ b <
√
2c ⇔ (a + b)2 < 2c2 ⇔

⇔ a2 + 2ab+ b2 < 2c2 ⇔ 2ab < c2 ⇔
⇔ 2ab < a2 + b2 ⇔ (a− b)2 > 0

Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

5. Êîìïüþòåð ñãåíåðèðîâàë íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîé ïàðû

÷èñåë îí âûÿñíèë, íà êàêóþ íàèáîëüøóþ ñòåïåíü ÷èñëà 2022 äåëèòñÿ èõ ðàçíîñòü.

Âàðèàíò, ÷òî ðàçíîñòü äåëèòñÿ òîëüêî íà íóëåâóþ ñòåïåíü, òîæå âîçìîæåí. Îêàçàëîñü,

÷òî ðàçíûõ îòâåòîâ ó êîìïüþòåðà ïîëó÷èëîñü 2023. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî

÷èñåë ìîã ñãåíåðèðîâàòü êîìïüþòåð?

�åøåíèå.

Ïðèìåð. Îäèí èç âîçìîæíûõ íàáîðîâ � âñå ÷èñëà îò 1 äî 20222023. �àçíîñòü ëþáûõ èç
íèõ äåëèòñÿ íà 2022 íå áîëåå, ÷åì â ñòåïåíè 2022, ïðè ýòîì âñå ñòåïåíè îò 0 äî 2022
ïðèñóòñòâóþò.

Îöåíêà. Äîêàæåì, ÷òî áîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ïîäîáðàòü íå ïîëó÷èòñÿ. Ïðåäñòà-

âèì êàæäîå ÷èñëî a â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì 2022

a = a2023 · 20222023 + a2022 · 20222022 + a2021 · 20222021 + . . .+ ak · 2022k + . . .+ a1 · 2022+ a0

Çäåñü êàæäûé êîý��èöèåíò ak ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2022 (k ≤ 2022). (Åñëè ðàññìàòðèâàòü
ïðèìåð, íàïèñàííûé âûøå, òî a2023 � 0 èëè 1 ïðè âñåõ îñòàëüíûõ ak = 0.) Íàïèøåì
äðóãîå ÷èñëî b

b = b2023 · 20222023 + b2022 · 20222022 + b2021 · 20222021 + . . .+ bk · 2022k + . . .+ b1 · 2022 + b0

�àçíîñòü ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 2022p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p � ýòî íàèìåíüøèé

ðàçðÿä, â êîòîðîì ÷èñëà a è b ðàçëè÷àþòñÿ. Ò.å. åñëè ap−1 = bp−1, ap−2 = bp−2, . . . a1 =
b1, a0 = b0, ap 6= bp, òî ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà 2022p.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñãåíåðèðîâàíî áîëüøå, ÷åì 20222023 ÷èñåë a, ïðåäñòàâëåííûõ â

óêàçàííîé �îðìå. Äîïóñòèì äàæå, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëàãàåìûå ñî ñòåïåíÿìè, áîëüøè-

ìè 2023. Âûáåðåì 2023 ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñâóþùèå âñåì 2023 ñòåïåíÿì, íà êîòîðûå

äåëèòñÿ ðàçíîñòü (ïî óñëîâèþ). ×èñëî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, îòëè÷àþùèõñÿ â ýòèõ ñëàãà-

åìûõ êîý��èöèåíòàìè ak, ðàâíî 20222023 (ïî 2022 äëÿ êàæäîãî k). Òàê êàê ñãåíåðè-

ðîâàíî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, áîëüøåå 20222023, òî íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà, ó êîòîðûõ âî âñåõ

âûáðàííûõ ñëàãàåìûõ ñòîÿò îäèíàêîâûå êîý��èöèåíòû ak. Íî â ýòîì ñëó÷àå ìû ïî-

ëó÷èì åùå êàêóþ-òî ñòåïåíü ÷èñëà 2022, êîòîðàÿ âõîäèò â íàáîð ñòåïåíåé äåëèìîñòè.

Ò.å. ïîëó÷èëè áîëüøå, ÷åì 2023 ñòåïåíè, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.


