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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ x è y ÷èñëî 2022x2 + 349x + 72xy + 12y + 2
ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

�åøåíèå.

2022x2+349x+72xy+12y+2 = 6 · 337x2+337x+12x+6 · 12xy+12y+2 = 6x · (337x+
12y + 2) + 337x+ 12y + 2 = (6x+ 1)(337x+ 12y + 2) . Òàê êàê x è y íàòóðàëüíûå, òî

îáå ñêîáêè áîëüøå 1. Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî � ñîñòàâíîå.

2. Åñëè âçÿòü òðè ðàçíûå öè�ðû, ñîñòàâèòü èç íèõ âñå øåñòü âîçìîæíûõ äâóçíà÷íûõ

÷èñåë, çàïèñàííûõ äâóìÿ ðàçíûìè öè�ðàìè, è ñëîæèòü ýòè ÷èñëà, òî ïîëó÷èòñÿ 462.

Íàéäèòå ýòè öè�ðû. Ïðèâåäèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

�åøåíèå. Ïóñòü ýòè òðè öè�ðû îáîçíà÷åíû a, b, c. Ïîëó÷àåì øåñòü ÷èñåë 10a+b, 10b+
a, 10c+ b, 10b+ c, 10a+ c, 10c+ a. Ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 22(a + b + c). Ïî óñëîâèþ,
a+b+c = 462 : 22 = 21. Ïîäáîðîì íàõîäèì íàáîðû öè�ð (6, 7, 8), (4, 8, 9), (5, 7, 9). Ýòè
íàáîðû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, íàïðèìåð, ïåðåáîðîì ïî íàèáîëüøåé öè�ðå. Âûáåðåì

öè�ðó 9. Ñóììà äâóõ îñòàâøèõñÿ öè�ð ðàâíà 12. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî öè�ðû ðàçíûå,

ïîëó÷àåì íàáîðû (4, 8, 9), (5, 7, 9). Åñëè óìåíüøèòü íàèáîëüøóþ öè�ðó íà 1, ñóììà

äâóõ äðóãèõ öè�ð ñòàíåò ðàâíîé 13. Ïîëó÷àåì åäèíñòâåííûé òàêîé íàáîð (6, 7, 8).
Óìåíüøèòü íàèáîëüøóþ öè�ðó äî 7 óæå íå ïîëó÷èòñÿ.

Îòâåò. (6, 7, 8), (4, 8, 9), (5, 7, 9).

3. Ïåòÿ ãîâîðèò, ÷òî íà ïóòè èç äîìà â øêîëó îí ïîëîâèíó ïóòè øåë ñî ñêîðîñòüþ 4

êì/÷àñ, à ïîëîâèíó âðåìåíè � ñî ñêîðîñòüþ 5 êì/÷àñ. Ìîæåò ëè ðàññêàç Ïåòè îêà-

çàòüñÿ âåðíûì? Ïðèâåäèòå ïðèìåð èëè äîêàæèòå, ÷òî ýòîãî íå ìîæåò áûòü.

�åøåíèå: Ïóñòü S � ïóòü, êîòîðûé ïðîøåë Ïåòÿ, T � ïîëíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå îí

ïðîøåë âåñü ïóòü S. �àññìîòðèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå Ïåòè. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Ïåòÿ øåë ñî ñêîðîñòüþ 4 êì/÷àñ íå áîëüøå ïîëîâèíû âðåìåíè. Âðåìÿ, çà êîòîðîå

Ïåòÿ ïðîøåë ïîëîâèíó ïóòè, ðàâíî
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�àññìîòðèì âòîðîå óòâåðæäåíèå Ïåòè. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñî ñêîðîñòüþ 5 êì/÷àñ

Ïåòÿ øåë íå áîëüøå ïîëîâèíû ïóòè. Òî åñòü 5 · T
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Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì 5T ≤ S ≤ 4T , ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê T > 0.

Îòâåò: Óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

4. ×àéíûé ñåðâèç ñîñòîèò èç øåñòè îäèíàêîâûõ ÷àøåê è øåñòè îäèíàêîâûõ áëþäåö.

Øåñòü ðàçíûõ ñåðâèçîâ óïàêîâàëè â äâå êîðîáêè, â îäíó � âñå áëþäöà, â äðóãóþ � âñå

÷àøêè. Âñå ïðåäìåòû çàâåðíóòû â íåïðîçðà÷íóþ áóìàãó, íà îùóïü îíè íåðàçëè÷èìû.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïðåäìåòîâ, êîòîðîå íóæíî âûíóòü èç ýòèõ êîðîáîê, ÷òî-

áû ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü õîòÿ áû îäíó ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç ÷àøêè è áëþäöà èç

îäíîãî ñåðâèçà. Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò. (Âû çíàåòå, â êàêîé êîðîáêå ëåæàò ÷àøêè, â

êàêîé êîðîáêå - áëþäöà.)

�åøåíèå.Ïîÿñíåíèì íà ïðèìåðå. 18 ÷àøåê è 12 áëþäåö ìîæåò íå õâàòèòü. Ïðîíóìåðó-

åì ñåðâèçû. Âçÿâ íàóäà÷ó 18 ÷àøåê, ìîæåì ïîëó÷èòü âñå ÷àøêè èç ñåðâèçîâ �1, 2, 3.



Âçÿâ íàóäà÷ó 12 áëþäåö, ìîæåì ïîëó÷èòü âñå áëþäöà èç ñåðâèçîâ �5, 6. Ïàðó ÷àøêà-

áëþäöå ñîñòàâèòü íåëüçÿ. Äîáàâèì ê ýòîìó íàáîðó åùå îäíî áëþäöå. Åäèíñòâåííûé

âàðèàíò, ïðè êîòîðîì ïî ïðåæíåìó íåëüçÿ ñîñòàâèòü ïàðó, ýòî âûíóòü òðèíàäöàòûì

áëþäöå, âõîäÿùåå â ñåðâèç �4.

Îáùåå äîêàçàòåëüñòâî. n âçÿòûõ ÷àøåê è 30 − n âçÿòûõ áëþäåö ìîãóò îêàçàòüñÿ èç

ðàçíûõ ñåðâèçîâ (n > 0). Ïóñòü âçÿòûå ÷àøêè ïîëíîñòüþ çàíèìàþò k ñåðâèçîâ, è âçÿ-

òû åùå r ÷àøåê èç êàêîãî-òî îäíîãî ñåðâèçà. Òîãäà n = 6k+ r, 30− n = 30− 6k− r =
6(4− k) + (6− r), çäåñü áëþäöà òîæå çàíèìàþò 4− k ñåðâèçîâ ïîëíîñòüþ è åùå îñòà-

åòñÿ 6 − r áëþäåö. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñåðâèçû, çàíÿòûå ÷àøêàìè è áëþäöàìè,

íå ïåðåñåêàþòñÿ, è òàêèõ ñåðâèçîâ ñóììàðíî 4. Îñòàâøèåñÿ âçÿòûå ÷àøêè è áëþäöà

ìîãóò îêàçàòüñÿ èç ðàçíûõ ñåðâèçîâ, îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 6 ýòî ïîçâîëÿþò. Äàëåå,

äîáàâëåíèå 31-ãî ïðåäìåòà ìîæåò íå ïîçâîëèòü ñîñòàâèòü ïàðó ÷àøêà-áëþäöå, òàê êàê

íîâûé ïðåäìåò âõîäèò â óæå âñòðåòèâøèéñÿ íåçàïîëíåííûé ñåðâèç, èëè 30 ÷àøåê è

áëþäåö ãðóïïèðóþòñÿ ïî 6 è îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì ñåðâèçàì.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî 32 ïðåäìåòà ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü ïàðó. Âîçüìåì 31 ÷àøêó. Òàê

êàê ÷àøåê áîëüøå 30, òî èìååì ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîé ÷àøêå èç êàæäîãî ñåðâèçà.

Ëþáîå âçÿòîå áëþäöå ïîçâîëèò ñîñòàâèòü ïàðó. Îòâåò. 32 ïðåäìåòà.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC AM è CN � áèññåêòðèñû. Òî÷êà X âûáðàíà íà áèññåêòðèñå AM

òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå BX � íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Òî÷êà Y âûáðàíà íà áèññåêòðèñå

CN òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå BY � íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AC

è XY ïàðàëëåëüíû.

�åøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî BX è BY � ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðîâåäåí-

íûå ê áèññåêòðèñàì. Ïðîäîëæèì ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé AC

â òî÷êàõ F è E ñîîòâåòñòâåííî. Â òðåóãîëüíèêå ABF îòðåçîê AX ÿâëÿåòñÿ áèññåê-

òðèñîé è âûñîòîé, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê ABF � ðàâíîáåäðåííûé, ïðè ýòîì AB = AF .

Ïîëó÷àåì, ÷òî X � ñåðåäèíà BF . Òî÷íî òàê æå â òðåóãîëüíèêå BCE îòðåçîê CY

ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé è âûñîòîé, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê BCE � ðàâíîáåäðåííûé, ïðè

ýòîì BC = CE. Ïîëó÷àåì, ÷òî Y � ñåðåäèíà BE. Èòàê, îòðåçîê XY � ýòî ñðåäíÿÿ

ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà BFE. Ïîýòîìó ïðÿìûå AC è XY ïàðàëëåëüíû.

�åøåíèå íå èçìåíèòñÿ, åñëè òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé.


