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1. Ìîæíî ëè òàê ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî äåñÿòèóãîëü-
íèêà, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû äâà ïðàâèëà:
� ëþáûå äâà ÷èñëà, ñòîÿùèå â ñîñåäíèõ âåðøèíàõ, ò.å. â âåðøèíàõ, ñîåäèíåííûõ ñòî-
ðîíîé, èìåëè áû îáùèé äåëèòåëü;
� ëþáûå äâà ÷èñëà, ñòîÿùèå â âåðøèíàõ, ñîåäèíåííûõ êàêîé-ëèáî äèàãîíàëüþ, íå
èìåëè áû îáùèõ äåëèòåëåé, áîëüøèõ åäèíèöû?

Ðåøåíèå.Äà, ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíûA1, A2, A3, . . . , A9, A10. Âîçü-
ìåì äåñÿòü íåñîâïàäàþùèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, p1, p2, p3, . . . , p9, p10. Â ïåðâîé âåðøèíå
ðàñïîëîæèì ÷èñëî p10 ·p1, âî âòîðîé âåðøèíå ðàñïîëîæèì ÷èñëî p1 ·p2, â òðåòüåé âåð-
øèíå ðàñïîëîæèì ÷èñëî p2 ·p3, â âåðøèíå Ak ðàñïîëîæèì ÷èñëî pk−1 ·pk, è òàê äàëåå,
â âåðøèíå A10 ðàñïîëîæèì ÷èñëî p9 · p10. Î÷åâèäíî, êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ ïî ñòî-
ðîíå âåðøèí èìååò îáùèé äåëèòåëü ñâîèõ äâóõ ÷èñåë. Êàæäàÿ ïàðà ÷èñåë, ñòîÿùèõ
íà äèàãîíàëè, íå èìåååò îáùèõ äåëèòåëåé.



2. Êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ðàñêðàøåíû â âîñåìü öâåòîâ. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäóòñÿ äâå êëåòêè êàêîãî-òî îäíîãî öâåòà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ïî ñåò-
êå íå áîëüøå îäíîé êëåòêè.
Ðàññòîÿíèåì íà ñåòêå ìåæäó êëåòêàìè A è B íàçîâåì êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷-
íûõ êëåòîê, êîòîðûå íóæíî ïðîéòè, äâèãàÿñü ïî ñàìîìó êîðîòêîìó ïóòè èç A â B.
Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû êëåòêè X è Y , ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 0; êëåòêè
M è N , ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 2; êëåòêè P è Q, ðàññòîÿíèå ìåæäó êî-
òîðûìè ðàâíî 3. Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó (ñîñåäíèå
ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè) èëè îáùóþ âåðøèíó (ñîñåäíèå ïî äèàãîíàëè).

Ðåøåíèå. Â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå ïëîñêîñòè ðàññìîòðèì êâàäðàò 3 × 3 êëåòêè. Â íåì
äåâÿòü êëåòîê, ïîêðàøåííûõ íå áîëååå, ÷åì â âîñåìü öâåòîâ. Çíà÷èò, íå ìåíüøå äâóõ
êëåòîê êâàäðàòà èìåþò îäèíàêîâûé öâåò. Òàê êàê ýòè êëåòêè íàõîäÿòñÿ â êâàäðàòå
3× 3, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íàéäåííûìè îäíîöâåòíûèìè êëåòêàìè íå áîëüøå, ÷åì 1.

3. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC. Íà îñíîâàíèÿõ îòìå÷åíû ïðîèç-
âîëüíûå òî÷êè K è M , ñì. ðèñóíîê. Îòðåçîê AM ïåðåñåêàåò îòðåçîê BK â òî÷êå
P , îòðåçîê DM ïåðåñåêàåò îòðåçîê CK â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé
òðåóãîëüíèêîâ ABP è CDQ ðàâíà ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà KPMQ.
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Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì äèàãîíàëü KM ÷åòûðåõóãîëüíèêà KPMQ. Â òðàïåöèè ABMK
òðåóãîëüíèêè ABK è AMK èìåþò ðàâíóþ ïëîùàäü, òàê êàê èìåþò îáùåå îñíîâàíèå
AK è ðàâíûå âûñîòû. Ýòè òðåóãîëüíèêè ñîäåðæàò â ñåáå òðåóãîëüíèê APK, ïîýòîìó
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABP è KMP ðàâíû.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ CDQ è KMQ òàêæå ðàâíû.

Ñóììà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ABP è CDQ ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêîâ KMP è KMQ, ò.å. ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà KPMQ.
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4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñ÷èòàÿ x è y íàòóðàëüíûìè (öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè)
÷èñëàìè {

ÍÎÄ(x, y) + 143x = 2009

ÍÎÄ(x, y) ·ÍÎÊ(x, y) + 3y = 2023

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÍÎÄ(x, y) = d, x = d · x1, y = d · y1, ãäå x1 è y1 âçàèìíî ïðîñòûå
÷èñëà. Òîãäà ÍÎÊ(x, y) = d · x1 · y1. Òîãäà ñèñòåìà ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:{

d+ 143d · x1 = 2009

d2 · x1 · y1 + 3d · y1 = 2023

èëè {
d · (1 + 143x1) = 72 · 41
d · y1(d · x1 + 3) = 7 · 172

Çàìåòèì, ÷òî ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äåëÿòñÿ íà d, òîãäà è ïðàâûå ÷àñòè äîëæíû
äåëèòüñÿ íà d. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî d � îáùèé äåëèòåëü 2009 è 2023. Ñëåäîâàòåëüíî
d = 1 èëè d = 7.

Ïåðâûé ñëó÷àé.
d = 1. {

1 + 143x1 = 2009

y1(x1 + 3) = 2023

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî x1 =
2008
143

, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì
÷èñëîì, à çíà÷èò íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Âòîðîé ñëó÷àé.
d = 7 {

1 + 143x1 = 287

y1(7x1 + 3) = 289

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì x1 = 2, ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå âî âòîðîå
óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî y1 = 17. Òîãäà x = 7 · 2 = 14, y = 7 · 17 = 119.



Äîáàâëåíèå.
Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ñ ïðèìåíåíèåì èçâåñòíîãî ôàêòà ÍÎÄ(x, y) ·ÍÎÊ(x, y) =
xy, ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå xy + 3y = 2023. Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðå-
øåíî êàê óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ. Òàêîå ðåøåíèå òðåáóåò ðàçëîæåíèÿ 2023 íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè è àêêóðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ øåñòè ñëó÷àåâ
çíà÷åíèé y.

Îòâåò. x = 14, y = 119

5. Ïóñòü a > 0, b > 0, c > 0 è a+ b+ c = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

√
3a+ 2 +

√
3b+ 2 +

√
3c+ 2 ≤ 3

√
3

Ðåøåíèå. Ïóñòü x =
√
3a+ 2, y =

√
3b+ 2, z =

√
3c+ 2. Òîãäà

x2 + y2 + z2 = 3a+ 2 + 3b+ 2 + 3c+ 2 = 3(a+ b+ c) + 6 = 9

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì

(x+ y + z)2 ≤ 3(x2 + y2 + z2)

(åãî äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî íèæå). Òàê êàê

(x+ y + z)2 ≤ 3(x2 + y2 + z2) = 3 · 9 = 27

òî, ñ ó÷åòîì x > 0, y > 0, z > 0

x+ y + z ≤ 3
√
3

Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîãî íåðàâåíñòâà:

(x+ y + z)2 ≤ 3(x2 + y2 + z2)⇔

x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz ≤ 3x2 + 3y2 + 3z2 ⇔

x2 − 2xy + y2 + y2 − 2yz + z2 + z2 − 2zy + y2 ≥ 0⇔

(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 ≥ 0⇔

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê êàæäûé êâàäðàò íå ìåíüøå 0.


