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ÏÎÐßÄÎÊ ÏÐÎÂÅÄÅÍÈß

È ÎÁÙÈÅ ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÖÈÈ Ê ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÞ ÐÀÁÎÒ

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå 2023�2024 ó÷åá-

íîãî ãîäà â Ðåñïóáëèêå Áóðÿòèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî çàäàíèÿì, ïîäãîòîâëåííûì Ðåãèîíàëüíîé

ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé â åäèíûé äëÿ âñåõ ìóíèöèïàëèòåòîâ äåíü � 11 äåêàá-

ðÿ 2023 ã. Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï ïðîâîäèòñÿ ïî îòäåëüíûì çàäàíèÿì äëÿ ó÷àùèõñÿ 7, 8, 9, 10

è 11 êëàññîâ.

Çàäàíèÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà âêëþ÷àþò 5 çàäà÷. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü îëèìïèàäû ñîñòàâëÿåò

3 ÷àñà 55 ìèíóò. Åäèíîå âðåìÿ íà÷àëà îëèìïèàäû äëÿ âñåõ ìóíèöèïàëèòåòîâ � 10:00 ïî

ìåñòíîìó âðåìåíè.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0 äî 7. Ìàêñèìàëüíîå êîëè-

÷åñòâî áàëëîâ, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòü ó÷àñòíèê, ðàâíî 35.

Çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ÿâëÿþòñÿ òâîð÷åñêèìè, äîïóñêàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷-

íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ÷àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â çàäà÷àõ

(íàïðèìåð, ðàçáîð âàæíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ, íàõîæäå-

íèå ïðèìåðà è ò. ï.). Íàêîíåö, âîçìîæíû ëîãè÷åñêèå è àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèÿõ.

Îêîí÷àòåëüíûå áàëëû ïî çàäà÷å äîëæíû ó÷èòûâàòü âñ¼ âûøåïåðå÷èñëåííîå.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñïåöèàëüíûõ êðèòåðèåâ ïî çàäà÷å, å¼ ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ ïî ïðèâå-

ä¼ííîé íèæå òàáëèöå.

Áàëëû Ïðàâèëüíîñòü (îøèáî÷íîñòü) ðåøåíèÿ

7 Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå.

6�7 Ðåøåíèå âåðíîå, íî èìåþòñÿ íåáîëüøèå íåäî÷¼òû.

5�6 Â öåëîì âåðíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò îøèáêè, ïðîïóùåííûå âàæíûå ñëó÷àè,

íå âëèÿþùèå íà ëîãèêó ðåøåíèÿ.

3�4 Ðåøåíèå äåëèòñÿ íà äâå ðàâíîöåííûå ÷àñòè, ó÷àñòíèêîì ðåøåíà îäíà èç ÷àñòåé.

2�3 Äîêàçàíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

0�1 Ðàññìîòðåíû îòäåëüíûå ñëó÷àè ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ.

0 Ðåøåíèå îòñóòñòâóåò. Ðåøåíèå íåâåðíîå, ïðîäâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî æþðè ÍÅ ñíèìàåò áàëëû çà:

1) îáú¼ì òåêñòà (âàæíî òàêæå ïîíèìàòü, ÷òî ñêîëü óãîäíî äëèííûé òåêñò áåç ñîäåðæàòåëü-

íûõ ïðîäâèæåíèé íèêàê ÍÅ ÎÖÅÍÈÂÀÅÒÑß);

2) ïî÷åðê èëè ñïîñîá îôîðìëåíèÿ;

3) îòëè÷èå ðåøåíèÿ ó÷àñòíèêà îò àâòîðñêîãî.

×åðíîâèêè ðàáîò íå ïðîâåðÿþòñÿ.

Íèæå ïðèâåäåíû îòâåòû è ðåøåíèÿ ê çàäà÷àì îëèìïèàäû. Â êîììåíòàðèÿõ ê çàäà÷àì óêà-

çàíû êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ (â áàëëàõ) íåêîòîðûõ ïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê è ÷àñòè÷íûõ ïðî-

äâèæåíèé. Çàìåòèì, ÷òî ðàáîòà ó÷àñòíèêà, ïîìèìî ïðèâåä¼ííûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü äðóãèå ñî-

äåðæàòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ è îøèáêè, êîòîðûå äîëæíû áûòü îöåíåíû äîïîëíèòåëüíî.

Ðåãèîíàëüíàÿ ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîìèññèÿ èìååò ïðàâî ïåðåïðîâåðêè ðàáîò ó÷àñòíè-

êîâ ìóíèöèïàëèòåòîâ.
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11 ÊËÀÑÑ

11.1. ×òî áîëüøå, sin 1 sin 2 èëè sin 7 + sin 8?

È. Äâîéíèøíèêîâ, Ä. Ìèíååâ

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî

sin 1 sin 2 < 1 < sin 7 + sin 8.

Ñ îäíîé ñòîðîíû ÿñíî, ÷òî sin 1 sin 2 < 1. Ïîñêîëüêó 3.14 < π < 3.2, òî âåðíû ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà

13π < 13 · 3.2 = 41.6 < 42 ⇒ 13π

6
< 7,

5π > 5 · 3.14 > 15 > 14 ⇒ 7 <
5π

2
.

Çàêëþ÷àåì, ÷òî
13π

6
< 7 <

5π

2
.

Íà èíòåðâàëå (
13π

6
,
5π

2

)
ôóíêöèÿ sinx âîçðàñòàåò. Ïðè ýòîì sin(13π/6) = 1/2, îòêóäà sin 7 > 1/2. Àíàëîãè÷íî ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî
5π

2
< 8 < 3π,

îòêóäà sin 8 > 1/2. Òåì ñàìûì

sin 7 + sin 8 >
1

2
+

1

2
= 1.

Êðèòåðèè.

Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.

Åñëè â ðàáîòå áåç îáúÿñíåíèé èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî sin 1 sin 2 ≤ 1, òî áàëëû ÍÅ ñíèæàþòñÿ.

Îöåíêè íà ÷èñëî π ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè. Ó÷àñòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè

sinx ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè.

Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.

11.2. Íà Íîâûé Ãîä ìàãàçèí ïîäàðêîâ óêðàñèë âèòðèíó ãèðëÿíäîé èç 2n + 1 ëàìïî÷êè.

Âñå ëàìïî÷êè èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå öâåòà, à ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ëàìïî÷êà íå ñîåäèíåíû

íàïðÿìóþ. Â íîâîãîäíþþ íî÷ü ïðîèçîø¼ë ñáîé: êàæäàÿ ëàìïî÷êà ïîìåíÿëà ñâîé öâåò íà öâåò

îäíîé èç ñâîèõ ñîñåäîê. Äîêàæèòå, ÷òî òåïåðü íàéäóòñÿ äâå ëàìïî÷êè îäíîãî öâåòà.

È. Äâîéíèøíèêîâ

Ðåøåíèå 1. Ïóñòü ïîñëå ñáîÿ íå íàøëîñü äâóõ ëàìïî÷åê îäíîãî öâåòà. Îáîçíà÷èì ïîñëå-

äîâàòåëüíî ëàìïî÷êè â ãèðëÿíäå

l1, l2, . . . , l2n+1,

à èõ öâåòà ñîîòâåòñòâåííî

c1, c2, . . . , c2n+1.



Ó ëàìïî÷êè l1 ñîñåäêîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ëàìïî÷êà l2, çíà÷èò, ïîñëå ñáîÿ ó ëàìïî÷êè l1 áóäåò

öâåò c2. Ó ëàìïî÷êè l3 ñîñåäêàìè ÿâëÿþòñÿ l2, l4, çíà÷èò, ïîñëå ñáîÿ ó íå¼ èëè öâåò c2, èëè c4. Íî

öâåò c2 óæå çàíÿò l1, à ëàìïî÷åê ñ îäèíàêîâûìè öâåòàìè ó íàñ íåò. Çíà÷èò, ó ëàìïî÷êè l3 öâåò

c4. Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ëàìïî÷åê ñ íîìåðàìè 5, 7, . . . , 2n−1, ïîëó÷àåì, ÷òî

ïîñëå ñáîÿ êàæäàÿ èç íèõ ïîìåíÿåò öâåò íà öâåò å¼ ñëåäóþùåé ïî íîìåðó ñîñåäêè. Äëÿ ëàìïî÷êè

l2n+1 ñîñåäêîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî l2n, çíà÷èò, ïîñëå ñáîÿ ëàìïî÷êà l2n+1 ïîëó÷èò öâåò c2n. Â òàêîì

ñëó÷àå ó ëàìïî÷åê l2n−1, l2n+1 ïîñëå ñáîÿ îäèí è òîò æå öâåò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.

Ðåøåíèå 2. Çàíóìåðóåì ëàìïî÷êè ïî ïîðÿäêó ñëåâà íàïðàâî è èõ öâåòàì ïðèñâîèì òå æå

íîìåðà. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñáîÿ êàæäàÿ ëàìïî÷êà ñ íå÷¼òíûì íîìåðîì ïîìåíÿåò ñâîé öâåò

íà öâåò ñ ÷¼òíûì íîìåðîì. Èçíà÷àëüíî öâåòîâ ñ ÷¼òíûì íîìåðîì áûëî âñåãî n, à ëàìïî÷åê ñ

íå÷¼òíûìè íîìåðàìè � n+1. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ñðåäè ëàìïî÷åê ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè ïîñëå

ñáîÿ íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå ëàìïî÷êè îäíîãî öâåòà.

Êðèòåðèè.

Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.

Åñëè çàäà÷à ðåøåíà âåðíî äëÿ êàêîãî-òî ôèêñèðîâàííîãî íå÷åòíîãî çíà÷åíèÿ ëàìïî÷åê �

íå áîëåå 3 áàëëîâ.

Çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè òîãî, ÷òî ëàìïî÷êè èçìåíèëè öâåòà êàêèì-òî îïðåäåëåííûì

îáðàçîì � 0 áàëëîâ.

11.3. Áàðîí Ìþíõãàóçåí èìååò ðåïóòàöèþ ëæåöà. Íåäàâíî îí óòâåðæäàë, ÷òî çíàåò òàêîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå èìååò íå ìåíåå 2023 äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû, êàæäûå äâà

èç êîòîðûõ èìåþò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, áîëüøèé 2023. Îáìàíûâàåò ëè íàñ Áàðîí íà

ýòîò ðàç?

È. Äâîéíèøíèêîâ

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîñòîå ÷èñëî p > 2023 è ÷èñëî p2023. Ïîñëåäíåå èìååò äåëèòåëè

p, p2, . . . , p2023. ßñíî, ÷òî êàæäûé äåëèòåëü áîëüøå 1. Òàê êàê ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî

äëÿ 1 ≤ i ≤ j íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë pi è pj ðàâåí pi ≥ p. Òåì ñàìûì ÷èñëî p2023

óäîâëåòâîðÿò óñëîâèÿì, è Áàðîí íå îáìàíóë.

Êðèòåðèè.

Ïðåäúÿâëåí âåðíûé, îáîñíîâàííûé ïðèìåð � 7 áàëëîâ.

11.4. Òàáëèöà ðàçìåðà n × n çàïîëíåíà ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ïåòÿ

ïîäñ÷èòàë ñóììó ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è ïîëó÷èë ÷èñëà a1, a2, . . . , an. Âàñÿ ïîäñ÷èòàë ñóììó

÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå è ïîëó÷èë ÷èñëà b1, b2, . . . , bn. Çàòåì îíè ñîñòàâèëè ìíîãî÷ëåíû

P (x) = (x− a1)(x− a2) · . . . · (x− an),

Q(x) = (x− b1)(x− b2) · . . . · (x− bn).

Â êîíöå êîíöîâ Òîëÿ ðåøèë óðàâíåíèå P (x) − Q(x) = 0 è ñêàçàë, ÷òî ïîëó÷èë (n − 1) êîðåíü.

Äîêàæèòå, ÷òî Òîëÿ îøèáñÿ.

È. Äâîéíèøíèêîâ



Ðåøåíèå. Åñëè P (x) = Q(x), òî ìíîãî÷ëåí P−Q íóëåâîé, îòêóäà îí èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî

êîðíåé, è â òàêîì ñëó÷àå Òîëÿ îøèáñÿ. Èíà÷å äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî deg(P − Q) < n − 1,

ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m èìååò íå áîëåå m êîðíåé. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ

P è Q, î÷åâèäíî, ñîâïàäàþò. Ïî òåîðåìå Âèåòà êîýôôèöèåíò ïðè xn−1 ìíîãî÷ëåíà P ðàâåí

−(a1 + · · ·+ an),

à ìíîãî÷ëåíà Q ðàâåí

−(b1 + · · ·+ bn).

Íî îáå ñóììû � ýòî ñóììà ÷èñåë â èñõîäíîé òàáëèöå, âçÿòûå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì,

îòêóäà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ P è Q ïðè xn−1 òàêæå ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü

ìíîãî÷ëåíà P −Q äåéñòâèòåëüíî ìåíüøå, ÷åì n− 1.

Êðèòåðèè.

Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.

Åñëè íèêàê íå ðàçîáðàí ñëó÷àé, êîãäà ìíîãî÷ëåí (P −Q) � íóëåâîé � íå áîëüøå 6 áàëëîâ.

Ëþáîå ðåøåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òàáëèöà çàïîëíåíà êàêèì-òî îïðåäåëåííûì îáðàçîì

(èëè ÷èñëà ai, bi êàê-òî êîíêðåòíî îïðåäåëåíû) � 0 áàëëîâ.

11.5. AP è BQ � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC, AL � åãî

áèññåêòðèñà, à M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AMP ïåðåñå-

êàåò ëó÷ PQ â òî÷êå K. Ëó÷è AK è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê

ALS ðàâíîáåäðåííûé.

Ä. Ìèíååâ

Ðåøåíèå. Ïóñòü D � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè △AMP è îòðåçêà

AC. Îáîçíà÷èì ∠ABC = α (ñì. ðèñ. íèæå).

Òàê êàê PM � ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî △APB, ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçå, òî PM = BM ,

à çíà÷èò, △PMB � ðàâíîáåäðåííûé. Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î âíåøíåì óãëå, ïîëó÷àåì

∠PMA = ∠MPB + ∠MBP = 2α.

×åòûð¼õóãîëüíèê ADPM âïèñàííûé, à çíà÷èò,

∠ADP = 180◦ − ∠AMP = 180◦ − 2α.

Òàê êàê ∠APB = ∠AQB = 90◦, òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê AQPB � âïèñàííûé. Çíà÷èò,

∠DQP = 180◦ − ∠AQP = ∠ABP = α.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

∠DPQ = 180◦ − ∠QDP − ∠DQP = 180◦ − (180◦ − 2α)− α = α.

Óãëû ∠KAD = ∠KPD = α, òàê êàê ýòè óãëû îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó îïèñàííîé îêðóæíî-

ñòè △AMP .



Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå,

∠SLA = ∠LBA+ ∠LAB = α +
1

2
∠BAC.

Èìååì

∠SAL = ∠SAC + ∠CAL = α +
1

2
∠BAC = ∠SLA,

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Êðèòåðèè.

Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.

Óêàçàíî, ÷òî íóæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî ñòîðîí SA è SL � 0 áàëëîâ.

∠SLA âûðàæåí ÷åðåç óãëû △ABC � 1 áàëë.

∠SAC âûðàæåí ÷åðåç óãëû △ABC èëè äîêàçàíî, ÷òî AS � êàñàòåëüíàÿ ê îïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè △ABC � 3 áàëëà.

Áàëëû çà ïîñëåäíèå äâà ïóíêòà ñóììèðóþòñÿ.

Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè: Ãóñåâà È.Ñ., Äâîéíèøíèêîâ È.Î., Æàìöàåâà Ê.À., Ìèíååâ Ä.À.


