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1. Ìîæíî ëè òàê ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà â âåðøèíàõ êóáà, ÷òîáû áûëè âûïîë-
íåíû äâà ïðàâèëà:
� ëþáûå äâà ÷èñëà, ñòîÿùèå â ñîñåäíèõ âåðøèíàõ, ò.å. â âåðøèíàõ, ñîåäèíåííûõ ðåá-
ðîì, èìåëè áû îáùèé äåëèòåëü;
� ëþáûå äâà ÷èñëà, ñòîÿùèå â âåðøèíàõ, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ äèàãîíàëüþ ãðàíè èëè
ïðîñòðàíñòâåííîé äèàãîíàëüþ êóáà, íå èìåëè áû îáùèõ äåëèòåëåé, áîëüøèõ åäèíè-
öû?

Ðåøåíèå. Äà, ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Ïóñòü äàí êóá ABCDA1B1C1D1. Âîçüìåì ïðîñòûå
÷èñëà 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41. Íàïèøåì îäíî èç ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë ðÿäîì
ñ îäíèì ðåáðîì. Â êàæäîé âåðøèíå íàïèøåì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà âûõî-
äÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû ðåáðàõ. Íàïðèìåð, â âåðøèíå A ðàçìåñòèì ÷èñëî 3 · 5 · 7, â
âåðøèíå B � ÷èñëî 3·13·17, è ò.ä. Î÷åâèäíî, êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå âåðøèí
èìååò îáùèé äåëèòåëü ñâîèõ äâóõ ÷èñåë. Êàæäàÿ ïàðà ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà äèàãîíàëè
ãðàíè èëè íà ïðîñòðàíñòâåííîé äèàãîíàëè êóáà, íå èìåååò îáùèõ äåëèòåëåé.

2. Ãðàôèê êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà y = x2+ bx+ c ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êàõ A, B è
ïåðåñåêàåò îñü îðäèíàò â òî÷êå C. Îêàçàëîñü, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
45. Íàéäèòå çíà÷åíèå b2c2 − 4c3.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ãðàôèê êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ïåðåñåêàåò îñè êîîðäèíàò â òî÷êàõ
A(x1;0), B(x2;0) è C(0; c). Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå S = ah

2
, ãäå

a - äëèíà îòðåçêà AB, à h � âûñîòà, îïóùåííàÿ èç òî÷êè C.

Äëèíà îòðåçêà AB - ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðíÿìè äàííîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà:
|AB| = |x1 − x2| =

√
D =

√
b2 − 4c. Âûñîòà ðàâíà ìîäóëþ îðäèíàòû òî÷êè C, òî åñòü

h = |c|. Òîãäà

S =

√
b2 − 4c|c|

2
= 45.

√
b2 − 4c|c| = 90



(b2 − 4c)c2 = 8100
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3. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Èç-
âåñòíî, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ AOB è COD ðàâíû 1 è 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD íå ìåíüøå 9.

Ðåøåíèå. Ïóñòü
OC

OA
= x. Èç îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé

ïîëó÷àåì
SBOC

SAOB

= x, ò.å. SBOC = x. Àíàëîãè÷íî
SCOD

SAOD

= x, ò.å. SAOD =
4

x
. Òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî
SAOB + SBOC + SCOD + SAOD ≥ 9

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå è íàéäåííûå âåëè÷èíû, ïîëó÷èì

1 + x+ 4 +
4

x
≥ 9

x+
4

x
≥ 4

x2 − 4x+ 4 ≥ 0

(x− 2)2 ≥ 0

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âåðíî. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî åìó ðàâíîñèëüíî
(x > 0).
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4. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, ÷òî p5 + 2023p3 − 1 ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü p = 2. Òîãäà p5+2023p3−1 = 32+2023 ·8−1 = 16215, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì (îêàí÷èâàåòñÿ íà 15).

Ðàññìîòðèì ïðîñòûå íå÷åòíûå p.

Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòû íå÷åòíûõ ÷èñåë äàþò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 8.
Äåéñòâèòåëüíî,

(2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1

Ïðîèçâåäåíèå k(k + 1) � ýòî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å. ÷åòíîå
÷èñëî, ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 8.

Çàìåòèì, ÷òî p5+2023p3−1 íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó, åñëè áû âûðàæåíèå p5+2023p3−1,
áûëî áû êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà, òî îíî äàâàëî áû îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 8. Çíà-
÷èò, âûðàæåíèå p5 + 2023p3 äàâàëî áû îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 8.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
p5 + 2023p3 = p3(p2 + 2023)

Òàê êàê p � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî p2 äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 8. Î÷åâèäíî, 2023
äàåò îñòàòîê 7 ïðè äåëåíèè íà 8 (2023 = 2024−1). Ñêëàäûâàÿ îñòàòêè, ïîëó÷àåì, ÷òî
p2 + 2023 äåëèòñÿ íà 8. Ñëåäîâàòåëüíî p5 + 2023p3 äåëèòñÿ íà 8 è íå ìîæåò äàâàòü â
îñòàòêå 2. Ìû äîêàçàëè, ÷òî p5 + 2023p3 − 1 íå ìîæåò áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.

5. Â íåêîòîðîì êëèåíòñêîì çàëå ðàñïîëîæåíû òåðìèíàëû äëÿ ðàáîòû ïîñåòèòåëåé è ñåð-
âåðû (óïðàâëÿþùèå êîìïüþòåðû). Êàæäûé òåðìèíàë ñîåäèíåí êàáåëÿìè ñ íåêîòîðû-
ìè (íî íå âñåìè) ñåðâåðàìè. Âñåãî òåðìèíàëîâ 15. Íàáëþäàåòñÿ òàêàÿ çàêîíîìåðíîñòü.
Åñëè âûáðàòü ëþáóþ ãðóïïó òåðìèíàëîâ ÷èñëåííîñòüþ 6 è âûøå, òî îêàæåòñÿ, ÷òî
÷èñëî âñåõ ñåðâåðîâ, ñ êîòîðûìè ñîåäèíåíû ýòè òåðìèíàëû, ðîâíî íà 1 áîëüøå, ÷åì
÷èñëî òåðìèíàëîâ â âûáðàííîé ãðóïïå. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðûé ñåðâåð ñîåäèíåí íå
ìåíåå, ÷åì ñ 9 òåðìèíàëàìè.

Ðåøåíèå. Ðàññìàòðèâàåì ìàêñèìàëüíóþ ãðóïïó èç 15 òåðìèíàëîâ è ñðàçó ïîëó÷àåì,
÷òî âñå òåðìèíàëû êàêèì-òî îáðàçîì ñîåäèíåíû ñ 16 ñåðâåðàìè. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íûé òåðìèíàë T1. Ïî óñëîâèþ, âñå îñòàëüíûå 14 òåðìèíàëîâ êàê-òî ñîåäèíåíû ñ 15
ñåðâåðàìè. Òîãäà òîò ñåðâåð, êîòîðûé íå âõîäèò â ýòó ãðóïïó èç 15 ñåðâåðîâ, ñîåäè-
íåí òîëüêî ñ òåðìèíàëîì T1, è ìû åãî íàçîâåì S1. (Îäèí ñåðâåð âõîäèë â ãðóïïó âñåõ
ñåðâåðîâ, ñîåäèíåííûõ ñ ãðóïïîé èç 15 òåðìèíàëîâ, ìû óäàëèëè T1, è êàêîé-òî ñåð-
âåð óäàëèëñÿ èç ýòîé ãðóïïû, òàê êàê ñåðâåðîâ ñòàëî íà îäèí ìåíüøå. Óìåíüøåííàÿ
ãðóïïà - ýòî ãðóïïà âñåõ ñåðâåðîâ, ñîåäèíåííûõ ñ T2 − T15. Çíà÷èò, ëèøíèé ñåðâåð
áûë ñîåäèíåí òîëüêî ñ óäàëåííûì òåðìèíàëîì T1, è ìû ýòîò ñåðâåð íàçûâàåì S1).
Ðàññóæäàÿ òàê æå ïðî îñòàëüíûå òåðìèíàëû T2, T3, . . . , T15, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäîìó
èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ñåðâåð S2, S3, . . . , S15, ñîåäèíåííûé ðîâíî ñ îäíèì òåðìèíàëîì.
Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñåðâåð S16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí ñîåäèíåí ìåíåå, ÷åì ñ 9
òåðìèíàëàìè. Ðàññìîòðèì ãðóïïó èç îñòàâøèõñÿ òåðìèíàëîâ, íå ñîåäèíåííûõ ïî íà-
øåìó ïðåäïîëîæåíèþ ñ S16. Òàêèõ òåðìèíàëîâ íå ìåíüøå 15− 9, ò.å. èõ íå ìåíüøå 6.
Ïóñòü èõ n øòóê. Ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæäûé ñåðâåð S1 − S15 ñîåäèíåí ðîâíî ñ îäíèì
òåðìèíàëîì T1−T15 ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, â ãðóïïå ñåðâåðîâ, ñîåäèíåííûõ ñ îñòàâ-
øèìèñÿ n òåðìèíàëàìè, ðîâíî n ñåðâåðîâ. Ïðîòèâîðå÷èå. (Ïóñòü ýòè n òåðìèíàëîâ
èìåþò íîìåðà Tk . . . Tk+n−1. Ñ êàæäûì èç íèõ ñîåäèíåí ñåðâåð Sk . . . Sk+n−1, è ñðåäè
ýòèõ ñåðâåðîâ íåò S16. Çíà÷èò, ãðóïïà ñåðâåðîâ Sk . . . Sk+n−1 ñîñòîèò èç âñåõ ñåðâåðîâ,



ñîåäèíåííûõ ñ òåðìèíàëàìè Tk . . . Tk+n−1, è èõ ðîâíî n.) Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, îíî
äîêàçûâàåò, ÷òî ñåðâåð S16 ñîåäèíåí íå ìåíåå, ÷åì ñ 9 òåðìèíàëàìè.
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