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1. Â ðÿä âûëîæåíû ÷åðíûå è áåëûå øàøêè, òàê, ÷òî îíè ÷åðåäóþòñÿ ÷åðåç îäíó. Èçâåñò-
íî, ÷òî èç íèõ áåëûõ øàøåê ðîâíî 52%. Ñêîëüêî ÷åðíûõ øàøåê âûëîæåíî â ðÿä?

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ìû ïîíèìàåì, ÷òî áåëûõ è ÷åðíûõ øàøåê íåðàâíîå êîëè÷åñòâî.
Òàê êàê øàøêè âûêëàäûâàëèñü ÷åðåç îäíó, òî ÷åðíûõ äîëæíî áûòü íà îäíó ìåíüøå.
Ïóñòü ÷åðíûõ øàøåê x, òîãäà áåëûõ øàøåê x+1. Çíà÷èò, âñåãî øàøåê 2x+1. Ñîñòàâèì
ïðîïîðöèþ ïî óñëîâèþ çàäà÷è:

x+ 1

2x+ 1
=

52

100

Íàõîäèì ðåøåíèå
100x+ 100 = 104x+ 52

4x = 48

x = 12

Ïîëó÷èëè, ÷òî ÷åðíûõ øàøåê 12.

Îòâåò. Âûëîæèëè 12 ÷åðíûõ øàøåê.

2. ×åðåç âåðøèíû A è C òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå áèñ-
ñåêòðèñå óãëà ABC, ïåðåñåêàþùèå ëó÷è BC è BA â òî÷êàõ K è M ñîîòâåòñòâåííî.
Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü äëèíà ñòîðîíû AB, åñëè BM = 15 è CK = 4?

Ðåøåíèå. Îñîáåííîñòü ýòîé çàäà÷è â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà âîçìîæíûõ ðèñóíêà,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èç ñòîðîí, AB èëè
BC, áîëüøå, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ïðÿìûõ ñ ëó÷àìè BC è AB ëåæàò íà ñòîðî-
íàõ òðåóãîëüíèêà èëè íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêàõ.

Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà ABC ñ ïðÿìûìè AK è MC L è N
ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå MBC BN � ýòî âûñîòà è áèññåêòðèñà,
çíà÷èò, îí - ðàâíîáåäðåííûé è BC = BM = 15. Òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå (ðèñóíîê ñëåâà)
BK = BC −KC = 15− 4 = 11. Â òðåóãîëüíèêå ABK BL � ýòî âûñîòà è áèññåêòðèñà,
çíà÷èò, îí ðàâíîáåäðåííûé, è AB = BK = 11. Âî âòîðîì ñëó÷àå (ðèñóíîê ñïðàâà)
BK = BC +KC = 15+ 4 = 19. Â òðåóãîëüíèêå ABK BL � ýòî âûñîòà è áèññåêòðèñà,
çíà÷èò, îí ðàâíîáåäðåííûé, è AB = BK = 19. Îòâåò: AB = 11 èëè AB = 19.

A

B

C

K

M

L

N

15

4

A

B

C

K

M

L

N

15

4



3. Ïðî íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b è c èçâåñòíî, ÷òî

a3 = 3b2 + 3b+ 4 b3 = 3c2 + 3c+ 4 c3 = 3a2 + 3a+ 4

×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå (a− 1)(b− 1)(c− 1)?

Ðåøåíèå. Â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ ïåðåíåñåì åäèíèöó â ëåâóþ ÷àñòü è ðàçëîæèì ñëåâà
ðàçíîñòü êóáîâ

(a− 1)(a2 + a+ 1) = 3(b2 + b+ 1)

(b− 1)(b2 + b+ 1) = 3(c2 + c+ 1)

(c− 1)(c2 + c+ 1) = 3(a2 + a+ 1)

Ïåðåìíîæèì ýòè óðàâíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíûé ïåðåõîä, òàê êàê ïðàâûå
÷àñòè óðàâíåíèé íå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

(a−1)(a2+a+1)(b−1)(b2+b+1)(c−1)(c2+c+1) = 3(b2+b+1)3(c2+c+1)3(a2+a+1)

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå âûðàæåíèå

(a− 1)(b− 1)(c− 1) = 27.

Îòâåò. 27

4. Ïåòÿ âçÿë øåñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë è ðàññòàâèë èõ â êàêîì-òî ïîðÿäêå
ïî êðóãó. Çàòåì îí ïîïðîñèë Âàñþ ïîñ÷èòàòü âñå ñóììû ñîñåäíèõ ÷èñåë. Ìîãëî ëè ó
Âàñè ïîëó÷èòüñÿ â ðåçóëüòàòå 6 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë â êàêîì-òî ïîðÿäêå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ó Ïåòè èçíà÷àëüíî áûëè ÷èñëà: x, x + 1, x + 2, x + 3, x + 4. x + 5.
Ïóñòü ó Âàñè ïîëó÷èëèñü ÷èñëà y, y + 1, y + 2, y + 3, y + 4. y + 5. Âû÷èñëèì ñóììó
÷èñåë Ïåòè:

x+ x+ 1 + x+ 2 + x+ 3 + x+ 4 + x+ 5 = 6x+ 15

Ñóììà âñåõ ÷èñåë Âàñè:

y + y + 1 + y + 2 + y + 3 + y + 4 + y + 5 = 6y + 15

Ñóììà ÷èñåë Âàñè äîëæíà áûòü â 2 ðàçà áîëüøå ñóììû ÷èñåë Ïåòè, òàê êàê êàæäîå
÷èñëî Ïåòè â ýòó ñóììó âõîäèò ðîâíî 2 ðàçà.

2(6x+ 15) = 6y + 15

12x+ 30 = 6y + 15

Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ÷åòíîå
÷èñëî, à â ïðàâîé íå÷åòíîå. Ïîýòîìó ó Âàñè íå ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ íè â êàêîì ïîðÿäêå
6 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà ÷èñåë Âàñè äîëæíà áûòü â 2 ðàçà áîëüøå ñóììû ÷èñåë Ïåòè. (Â
ðàáîòå ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî íå äîêàçûâàòü).

Ïóñòü Ïåòÿ ðàññòàâèë ÷èñëà a, b, c, d, e, f .
Òîãäà Âàñÿ ñêëàäûâàåò ñóììû (a+ b), (b+ c), (c+ d), (d+ e), (e+ f), (f + a).
Cóììà ýòèõ ñóìì ðàâíà 2(a+ b+ c+ d+ e+ f).

Îòâåò. Øåñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë ïîëó÷èòüñÿ íå ìîãëî.



5. Ïóñòü a2 + b2 + c2 + d2 = 4. Äîêàæèòå, ÷òî

ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd ≤ 6.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïîïàðíûå êâàäðàòû ðàçíîñòåé äàííûõ ÷èñåë a, b, c è d:

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

(a− c)2 = a2 − 2ac+ c2

(a− d)2 = a2 − 2ad+ d2

(b− c)2 = b2 − 2bc+ c2

(b− d)2 = b2 − 2bd+ d2

(c− d)2 = c2 − 2cd+ d2

Ñëîæèì âñå øåñòü óðàâíåíèé:

(a− b)2 + (a− c)2 + (a− d)2 + (b− c)2 + (b− d)2 + (c− d)2 =

= 3a2 + 3b2 + 3c2 + 3d2 − 2ab− 2ac− 2ad− 2bc− 2bd− 2cd.

Òàê êàê ñóììà êâàäðàòîâ íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, ïîëó÷àåì:

3(a2 + b2 + c2 + d2)− 2(ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd) ≥ 0;

12− 2(ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd) ≥ 0;

6 ≥ (ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


