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1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ b îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ x2+bx+2023 = 0 â ñåìü ðàç áîëüøå
äðóãîãî?

Ðåøåíèå. Ïóñòü x1 è x2 êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü x2 = 7x1. Çàïèøåì òåîðåìó
Âèåòà äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ:{

x1 + x2 = 8x1 = −b

x1 · x2 = 7x2
1 = 2023

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî x2
1 = 289. Òîãäà x1 = ±17. Òîãäà b = ±136.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ 1362−4 ·2023 ïîëîæèòåëåí.
Îòâåò. b = ±136.

2. Òî÷êà P ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè ìåäèàíû AM òðåóãîëüíèêà ABC òàê, ÷òî

MP =
1

2
AM . Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

CMP ðàâíà 1.
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Ðåøåíèå. Îïóñòèì èç òî÷êè B ïåðïåíäèêóëÿð BH íà ïðÿìóþ AP (ñì. ðèñ). Îòìåòèì

íà ìåäèàíå AM åå ñåðåäèíó X. Ïî óñëîâèþ, MP =
1

2
AM , ò.å. AX = XM = MP . BH

� îáùàÿ âûñîòà òðåóãîëüíèêîâ ABX,XBM,MBP . Ïîëó÷èëè, ÷òî ïëîùàäè ýòèõ òðå-
óãîëüíèêîâ ðàâíû. Â òðåóãîëüíèêå BPC îòðåçîê PM � ýòî ìåäèàíà, à ìåäèàíà äåëèò
òðåóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà ðàâíîé ïëîùàäè. Ïîýòîìó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ
BMP è CMP ðàâíû, è, ïî óñëîâèþ, îíè ðàâíû 1. Ïîýòîìó ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
XBM ðàâíà 1, è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABM ðàâíà 2. Ìåäèàíà AM äåëèò òðåóãîëü-
íèê ABC íà äâà òðåóãîëüíèêà ñ îäèíàêîâîé ïëîùàäüþ, ïîýòîìó ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà ABC ðàâíà 4.
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3. Êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ðàñêðàøåíû â äâà öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî
íàéäåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â öåíòðàõ
êëåòîê, êàòåòû êîòîðîãî ïàðàëåëüíû ëèíèÿì ñåòêè, ñ äëèíàìè êàòåòîâ íå ìåíüøè-
ìè, ÷åì 3 êëåòêè, âñå òðè âåðøèíû êîòîðîãî ðàñêðàøåíû â îäèí öâåò.
Ïðèìåð òàêîãî òðåóãîëüíèêà ïîêàçàí íà ðèñóíêå.

Ðåøåíèå.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåðòèêàëüíûé ðÿä. Â íåì áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî êëåòîê, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò äâå êëåòêè, îêðàøåííûå â îäèí öâåò è ðàñïîëîæåííûå
íà ðàññòîÿíèè, íå ìåíüøåì, ÷åì òðè êëåòêè. Íàçîâåì ýòè êëåòêè A è B, à öâåò, â
êîòîðûé îíè îêðàøåíû, íàçîâåì ïåðâûì. Ðàññìîòðèì äâà ãîðèçîíòàëüíûõ ðÿäà, ñî-
äåðæàùèå âûáðàííûå êëåòêè A è B. Åñëè â õîòÿ áû â îäíîì èç ýòèõ ãîðèçîíòàëüíûõ
ðÿäîâ íàéäåòñÿ êëåòêà ïåðâîãî öâåòà, íàçîâåì åå C, ðàñïîëîæåííàÿ íà ðàññòîÿíèè 3
êëåòêè èëè äàëüøå îò âåðòèêàëüíîãî ðÿäà AB, èñêîìûé òðåóãîëüíèê íàéäåí. Åñëè
òàêîé êëåòêè ïåðâîãî öâåòà íå íàéäåòñÿ, çíà÷èò, âñå êëåòêè ýòèõ ðÿäîâ (ðàñïîëîæåí-
íûå äàëüøå, ÷åì íà 3 îò âåðòèêàëüíîãî ðÿäà AB), îêðàøåíû âî âòîðîé öâåò, è ìîæíî
âûáðàòü äâå êëåòêè â ïåðâîì ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó è îäíó êëåòêó âî âòîðîì ãîðèçîí-
òàëüíîì ðÿäó. Ïîëó÷èì èñêîìûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê âòîðîãî öâåòà.

Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåðòèêàëüíûé ðÿä. Â íåì áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî êëåòîê, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò äâå êëåòêè, îêðàøåííûå â îäèí öâåò è ðàñïîëîæåííûå
íà ðàññòîÿíèè, íå ìåíüøåì, ÷åì òðè êëåòêè. Íàçîâåì ýòè êëåòêè A è B, à öâåò, â êî-
òîðûé îíè îêðàøåíû, íàçîâåì ïåðâûì. Ðàññìîòðèì äâà ãîðèçîíòàëüíûõ ðÿäà, ñîäåð-
æàùèå âûáðàííûå êëåòêè. Â ýòèõ ðÿäàõ âûáåðåì â îäíîì âåðòèêàëüíîì ðÿäó ñïðàâà
îò A è B ñîîòâåòñòâåííî äâå êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå íà ðàññòîÿíèè íå ìåíüøå òðåõ
êëåòîê îò A è B. Íàçîâåì ýòè êëåòêè C è D. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç êëåòîê C è
D îêðàøåíà â ïåðâûé öâåò, òðåóãîëüíèê íàéäåí. Åñëè îáå îíè îêðàøåíû âî âòîðîé
öâåò, ïîâòîðèì ïåðåõîä âïðàâî: âûáåðåì â ýòèõ æå ãîðèçîíòàëüíûõ ðÿäàõ â êàêîì-òî
âåðòèêàëüíîì ðÿäó äâå êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå ñïðàâà îò C è D íà ðàññòîÿíèè íå
ìåíüøå òðåõ êëåòîê îò C è D. Íàçîâåì ýòè êëåòêè E è F . Åñëè êëåòêà E îêðàøåíà â
ïåðâûé öâåò, ïîëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABE. Åñëè êëåòêà E îêðàøåíà
âî âòîðîé öâåò, ïîëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê CDE.
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4. Ñóùåñòâóþò ëè 9 òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p1, p2, p3, . . . , p9, ÷òî p21−1 äåëèòñÿ íà p2, p
2
2−1

äåëèòñÿ íà p3, p
2
3 − 1 äåëèòñÿ íà p4, è òàê äàëåå, p28 − 1 äåëèòñÿ íà p9, p

2
9 − 1 äåëèòñÿ

íà p1?

Ðåøåíèå. Òàêèõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò, äîêàæåì ýòî.
Ïåðâûé ñïîñîá. Åñëè ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî 2, p1 = 2, òîãäà âû÷èñëÿåì p2 = 3, p3 = 2,
p4 = p6 = p8 = 3, p9 = 2 è p1 = 3. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð èç íå÷åòíîãî ÷èñëà
÷èñåë, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Äàëåå, ïóñòü âñå ïðîñòûå ÷èñëà � íå÷åòíûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p2 � ñàìîå áîëüøîå
èç ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ò.å. p1 < p2. (Åñëè ýòî íå òàê, ñäâèíåì íóìåðàöèþ ïî êðóãó).
Òîãäà p21−1 = (p1−1)(p1+1) äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p2. Çíà÷èò, îäíà èç ñêîáîê äåëèòñÿ íà
p2. Íî p1−1 ìåíüøå p2, è íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà ýòî ÷èñëî. ×èñëà p1 è p2 íå÷åòíûå, ýòî
çíà÷èò, ÷òî p1+1 < p2, ïîýòîìó p1+1 íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà p2. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.

Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî 2, p1 = 2, òîãäà âû÷èñëÿåì p2 = 3, p3 = 2,
p4 = p6 = p8 = 3, p9 = 2 è p1 = 3. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð èç íå÷åòíîãî ÷èñëà
÷èñåë, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü âñå ïðîñòûå ÷èñëà � íå÷åòíûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p21 − 1 = (p1 − 1)(p1 + 1)
äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p2. Çíà÷èò, îäíà èç ñêîáîê äåëèòñÿ íà p2. Åñëè p1 − 1 äåëèòñÿ íà
p2, òî p2 ≤ p1− 2. Åñëè p1+1 äåëèòñÿ íà p2, òî òàêèì ïðîñòûì äåëèòåëåì ÷èñëà p1+1
íå ìîãóò áûòü íè p1 + 1, íè p1 − 1 (îíè ÷åòíûå), íè p1 (p1 + 1 è p1 âçàèìíî ïðîñòûå),
ïîýòîìó è â ýòîì ñëó÷àå p2 ≤ p1 − 2. Ìîæåì ïåðåéòè ê ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó p1 > p2.
Ðàññóæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

p1 > p2 > p3 > p4 > p5 > p6 > p7 > p8 > p9 > p1

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.

Îòâåò. Òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.

5. Äîêàæèòå, ÷òî
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åñëè x, y, z ≥ 1, x+ y + z = 25, xy + yz + xz = 191.

Ðåøåíèå. Òàê êàê x, y, z ≥ 1, òî x2 ≥ x, y2 ≥ y, z2 ≥ z. Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
çàìåíèì â çíàìåíàòåëÿõ x íà x2, y íà y2, z íà z2. Êàæäûé çíàìåíàòåëü óâåëè÷èòñÿ, à
êàæäàÿ äðîáü ïðè ýòîì óìåíüøèòñÿ:
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.

(Çíàìåíàòåëü è äðîáü íå èçìåíÿòñÿ, åñëè êàêàÿ-òî ïåðåìåííàÿ áóäåò ðàâíà 1.)
Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü:
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(x+ y + z)2 − 2xy − 2xz − 2yz
=
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252 − 2 · 191
=

25

243
>

25

250
=

1

10

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàëè òðåáóåìîå:
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