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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Íà øàõìàòíîé äîñêå 8×8 ðàññòàâëåíû øàøêè, ïðè÷åì íà âñåõ âåðòèêàëÿõ ñòîèò ðàç-

íîå, âîçìîæíî íóëåâîå, ÷èñëî øàøåê, è íà âñåõ ãîðèçîíòàëÿõ ñòîèò ðàçíîå, âîçìîæíî,

íóëåâîå, ÷èñëî øàøåê. Ñêîëüêî âñåãî øàøåê ìîæåò ñòîÿòü íà äîñêå? Ïðèâåäèòå è

îáîñíóéòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.

�åøåíèå.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ãîðèçîíòàëè. Íà íèõ ìîæåò ñòîÿòü 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 øàøåê,
âñåãî 9 âàðèàíòîâ. Ïðè ýòîì âàðèàíò 0 øàøåê íà êàêîé-òî ãîðèçîíòàëè èñêëþ÷àåò

âàðèàíò 8 øàøåê íà êàêîé-òî âåðòèêàëè, è íàîáîðîò, íàëè÷èå 8 øàøåê íà êàêîé-òî

ãîðèçîíòàëè îçíà÷àåò, ÷òî íè íà îäíîé âåðòèêàëè íå ìîæåò áûòü 0 øàøåê. Ïîýòîìó

èìååòñÿ âñåãî äâà âàðèàíòà çàïîëíåíèÿ âåðòèêàëåé: ÷èñëî øàøåê ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 7
èëè îò 1 äî 8. Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî øàøåê ïî âåðòèêàëÿì.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììà ðàâíà 0+1+2+ . . .+6+7 = 28, âî âòîðîì ñëó÷àå ñóììà ðàâíà

1+2+ . . .+6+7+8 = 36. Ïðèìåð êàæäîé èç äâóõ ðàññòàíîâîê: çàïîëíèì âåðòèêàëü-

íûå ðÿäû ñëåâà íàïðàâî íåîáõîäèìûì êîëè÷åñòâîì øàøåê â âåðòèêàëè (ïîñòàâèì

âñå øàøêè áîëüøèì óãîëêîì). Íàëè÷èå ïðèìåðà äëÿ ïîëíîãî îáîñíîâàíèÿ ðåøåíèÿ

îáÿçàòåëüíî.

Îòâåò. 28 èëè 36.

2. Èçâåñòíî, ÷òî a > 0, b > 0, c > 0 è ab+ bc+ ac > a+ b+ c. Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c > 3.

�åøåíèå. Èñïîëüçóåì êâàäðàò ñóììû

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ac

Ñ ó÷åòîì èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà

a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ac

ïîëó÷àåì

(a + b+ c)2 > ab+ bc + ac+ 2ab+ 2bc+ 2ac = 3(ab+ bc+ ac)

Ïðèìåíÿåì äàííîå â óñëîâèè íåðàâåíñòâî è ïîëó÷àåì

(a + b+ c)2 > 3(ab+ bc + ac) > 3(a+ b+ c)

Òàê êàê a > 0, b > 0, c > 0, òî
a+ b+ c > 3

Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Äîïîëíåíèå (íå òðåáóþùååñÿ â ðàáîòå).

a2+b2+c2 > ab+bc+ac ⇔ 2a2+2b2+2c2 > 2ab+2bc+2ac ⇔ (a−b)2+(b−c)2+(c−a)2 > 0
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3. Òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AB è CD, ó êîòîðîé AD < CD, âïèñàíà â îêðóæ-

íîñòü. DP � õîðäà îêðóæíîñòè, ïàðàëëåëüíàÿ AC. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè â òî÷êå

D ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå E. Îòðåçêè PB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Äî-

êàæèòå, ÷òî EQ = AC.

�åøåíèå.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà äóãå DC, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó A. Òàê êàê

AD < CD, ∠PDC = ∠DCA < ∠DAC. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äóãà CP ìåíüøå, ÷åì äóãà

CD, è òî÷êè P è A, à òàêæå P è B, ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé CD.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè ADE è BCQ ðàâíû. Òàê êàê òðàïåöèÿ âïèñà-

íà â îêðóæíîñòü, îíà ðàâíîáåäðåííàÿ (ýòîò �àêò ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì è íå òðåáóåò

äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå). Òàê êàê DP ‖ AC, ∠PDC = ∠CAB. Óãîë EDA � ýòî

óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ED è õîðäîé DA. Ïî òåîðåìå îá óãëå ìåæäó õîðäîé è êà-

ñàòåëüíîé, ýòîò óãîë ðàâåí âåëè÷èíå âïèñàííîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà õîðäó, ò.å.

∠EDA = ∠ACD = ∠CAB. Òàêæå ∠PDC = ∠PBC, êàê îïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó

PC (â ýòîì ìåñòå ìû ïðèìåíÿåì äîêàçàííîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê P è C).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ∠EDA = ∠QBC. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òàê êàê òðàïåöèÿ

âïèñàííàÿ, ∠EAD = 180◦ − ∠DAB = ∠QCB. Îòñþäà òðåóãîëüíèêè ADE è BCQ

ðàâíû ïî ñòîðîíàì è äâóì ïðèëåæàùèì ê íèì óãëàì.

Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî EA = CQ, è, òàê êàê EA ‖ CQ, òî AEQC �

ïàðàëëåëîãðàìì. Îòñþäà AC = EQ, ÷òî òðåáîâàëîñü.

4. Â íåêîòîðîì êîìïüþòåðíîì öåíòðå êîìïüþòåðû ðàçìåùåíû â âèäå ñåòè 2025× 2025.
Ñîñåäíèå êîìïüþòåðû ïî ãîðèçîíòàëè è ïî âåðòèêàëè ñîåäèíåíû êàáåëåì (ñì. ðèñ).

Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäûé êîìïüþòåð ïîñëàë ïî êàáåëþ îäíîìó ñâîåìó

ñîñåäó ñèãíàë. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ êîìïüþòåð, êîòîðûé íå ïîëó÷èë ñèãíàëà.

�åøåíèå. �àñêðàñèì êîìïüþòåðû â äâà öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Òàê êàê îáùåå

÷èñëî êîìïüþòåðîâ íå÷åòíî, òî ÷åðíûõ êîìïüþòåðîâ áóäåò íà îäèí áîëüøå, ÷åì áå-

ëûõ (÷åðíûå êîìïüþòåðû ðàñïîëîæåíû â óãëàõ ñåòè). Êàæäûé ÷åðíûé êîìïüþòåð

2



ïîëó÷àåò ñèãíàë îò áåëîãî êîìïüþòåðà, âîçìîæíî, îò íåñêîëüêèõ ñîñåäíèõ. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ÷åðíûé êîìïüþòåð íå ïîëó÷èò ñèãíàë, òàê êàê åìó íå

íàéäåòñÿ ïàðíîãî áåëîãî.

5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî N óìíîæèëè íà 100, çàòåì ïðèáàâèëè äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Ïîëó-

÷èâøååñÿ ÷èñëî îêàçàëîñü ðàâíûì ñóììå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî N . Íàéäèòå

âñå N , ïðè êîòîðûõ òàêîå âîçìîæíî.

�åøåíèå. Ïóñòü x � ïðèáàâëåííîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî, 10 6 x 6 99. Íàïîìíèì, ÷òî

ñóììà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî N ðàâíà

N(N + 1)

2
. Ïî óñëîâèþ,

N(N + 1)

2
= 100N + x

Èòàê, óñëîâèå çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî

{

N(N + 1) = 200N + 2x,

20 6 2x 6 198

Ïîñìîòðèì, ïðè êàêèõ N ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ.

{

N2 − 199N = 2x,

20 6 2x 6 198

20 6 N(N − 199) 6 198

Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N èç ïðîìåæóòêà 1, 2, . . . , 198 äåëàåò ïðîèçâåäåíèå
N(N − 199) îòðèöàòåëüíûì, ÷òî íàì íå ïîäõîäèò. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , áîëü-

øåå 199, ïðè ïîäñòàíîâêå â ïðîèçâåäåíèå N(N − 199) äåëàåò åãî áîëüøå 198, òàê êàê

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîì õîòÿ áû îäèí ìíîæèòåëü áîëü-

øå 199 (198 < 200(200+1) < 201(201+1) < . . .). Ïðè N = 199 íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
N(N−199) > 20, ò.å. ïðèáàâèëè íå äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Èòàê, òàêîå íåâîçìîæíî íè ïðè
êàêèõ íàòóðàëüíûõ N .

Îòâåò. Òàêèõ N íå ñóùåñòâóåò.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé � 235 ìèíóò.

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà êàæäóþ çàäà÷ó � 7 áàëëîâ. Èòîãî 35 áàëëîâ çà âñå

çàäàíèå.
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