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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Íàéäèòå âñå òàêèå öåëûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî

n2 + 1

n+ 2
áóäåò öåëûì.

�åøåíèå. Ïðåîáðàçóåì äðîáü

n2 + 1

n+ 2
=

n2 − 4 + 4 + 1

n + 2
=

(n+ 2)(n− 2) + 5

n+ 2
= n− 2 +

5

n+ 2

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò öåëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n + 2 � öåëûé äåëèòåëü

÷èñëà 5. Ïîëó÷àåì ÷åòûðå âàðèàíòà.

n+ 2 = −5, n = −7,
n+ 2 = −1, n = −3,
n+ 2 = 1, n = −1,
n+ 2 = 5, n = 3.

Îòâåò. −7, −3, −1, 3.

2. Ïóñòü x1, x2, x3 � äëèíû ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà, f(x) � êàêîé-òî êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí. Èçâåñòíî, ÷òî f(x1) = f(x2 + x3). Äîêàæèòå, ÷òî f(x2) = f(x1 + x3).

�åøåíèå.

Íàì äàíî, ÷òî x1 < x2 + x3. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà âûïîë-

íÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè f(t) = f(v), òî èëè t = v, èëè t + v = 2x0 (x0

� àáñöèññà âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàáîëû). Íî ïðè x1 < x2 + x3 ìîæåò áûòü

âûïîëíåí òîëüêî âòîðîé ñëó÷àé, ò.å. x1 + x2 + x3 = 2x0. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê (x1 + x3) + x2 = 2x0, ãäå x1 + x3 > x2. Ïîëüçóÿñü òåì æå ñâîéñòâîì

êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ïîëó÷àåì f(x1 + x3) = f(x2).

3. Êîìïüþòåð çàïîëíèë òàáëèöó 5×5 íóëÿìè. Äàëåå êîìïüþòåð âûïîëíèë ñåðèþ øàãîâ:

çà îäèí øàã âûáèðàë äâå ñîñåäíèå ÿ÷åéêè ïî âåðòèêàëè èëè ïî ãîðèçîíòàëè è ëèáî

ïðèáàâëÿë ïî åäèíèöå ê ÷èñëàì â âûáðàííûõ ÿ÷åéêàõ, ëèáî âû÷èòàë ïî åäèíèöå èç

ýòèõ ÷èñåë. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ñòðîêàõ è

âî âñåõ ñòîëáöàõ òàáëèöû ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïüþòåð âûïîëíèë

÷åòíîå ÷èñëî øàãîâ.

(Ñîñåäíèå ÿ÷åéêè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó ïî ãîðèçîíòàëè èëè ïî âåðòèêàëè. Ñóììà

÷èñåë â ïåðâîé ñòðîêå ðàâíà ñóììå ÷èñåë âî âòîðîé ñòðîêå è ò.ä.)

�åøåíèå. Áóäåì ñëåäèòü çà âòîðûì è ÷åòâåðòûì ñòîëáöàìè. Åñëè êîìïüþòåð âûáðàë

âåðòèêàëüíóþ ïàðó ÿ÷ååê, òî ÷åòíîñòü ñóììû ÷èñåë â âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì ñòîëáöàõ

íå èçìåíèëàñü (ïðèáàâèë èëè âû÷åë äâå åäèíèöû). Åñëè êîìïüþòåð âûáðàë ãîðèçîí-

òàëüíóþ ïàðó ÿ÷ååê, òî ÷åòíîñòü ñóììû ÷èñåë â âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì ñòîëáöàõ

èçìåíèëàñü (ê ñóììå ÷èñåë âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ïðèáàâèë èëè âû÷åë îä-

íó åäèíèöó). Â èòîãîâîé òàáëèöå ñóììà ÷èñåë âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ÷åòíà

(âî âñåõ ñòîëáöàõ ñóììà îäèíàêîâà). Ïîýòîìó ãîðèçîíòàëüíàÿ ïàðà ÿ÷ååê âûáèðàëàñü

÷åòíîå ÷èñëî ðàç.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ïàðà ÿ÷ååê áûëà âûáðàíà ÷åòíîå ÷èñëî

ðàç. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî øàãîâ ÷åòíî.
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4. Òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé (AB = AC). Òî÷êà D ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè

ñòîðîíû BA çà òî÷êó A, òî÷êà E ëåæèò íà BC; ïðè ýòîì îòðåçêè AE è CD ïàðàë-

ëåëüíû. Äëèíà âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè A íà ñòîðîíó BC, ðàâíà h. Äîêàæèòå

íåðàâåíñòâî

BC · CD > 4h · CE

Â êàêîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?

�åøåíèå.

Òàê êàê AE ‖ CD, òî

CD

AE
=

BC

BE

CD =
AE · BC

BE

Óìíîæèì è ïîäåëèì ýòó äðîáü íà CE.

CD =
AE ·BC · CE

BE · CE

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå AEH êàòåò êîðî÷å ãèïîòåíóçû, ïîýòîìó

AE > h

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì î ñðåäíåì àðè�ìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì, ïî-

ëó÷àåì

(

BE + CE

2

)2

> BE · CE

(

BC

2

)2

> BE · CE

Ïðåîáðàçóåì ýòî íåðàâåíñòâî ê çàäàííîìó â óñëîâèè, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå âûøå

íåðàâåíñòâî.

BC2 ≥ 4BE · CE

BE · CE =
AE · BC · CE

CD
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AE > h

Îòñþäà

BC2
>

4AE · BC · CE

CD

BC · CD > 4AE · CE > 4h · CE

Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, âî ïåðâûõ, êîãäà òðåóãîëüíèê

AEH ñòàíîâèòñÿ îòðåçêîì (âûñîòîé), è êîãäà â íåðàâåíñòâå î ñðåäíèõ äîñòèãàåòñÿ

ðàâåíñòâî, ò.å. BE = CE. Îáà ýòè óñëîâèÿ äîñòèãàþòñÿ îäíîâðåìåííî, ò.å. â ñëó÷àå,

êîãäà òî÷êà E ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé BC. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê òðåóãîëüíèê ABC �

ðàâíîáåäðåííûé ïî óñëîâèþ.

5. Ïóñòü a1, a2, . . . an è b1, b2, . . . bn � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì

a1 + a2 + . . .+ an < b1 + b2 + . . .+ bn

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáóþ ïàðó ñëàãàåìûõ ak è bm, òî çíàê íåðà-

âåíñòâà èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé:

a1 + a2 + . . .+ bm + . . .+ an > b1 + b2 + . . .+ ak + . . .+ bn

Íàéäèòå âñå n, ïðè êîòîðûõ òàêîå âîçìîæíî.

�åøåíèå.

Ïåðâûé ñïîñîá.

�àññòàâèì ñëàãàåìûå ïî âîçðàñòàíèþ. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè

a1 6 a2 6 a3 6 . . . an−1 6 an

b1 6 b2 6 b3 6 . . . bn−1 6 bn

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå X äëÿ ðàçíîñòè ñóìì:

X = b1 + b2 + b3 + . . .+ bn−1 + bn − a1 − a2 − a3 − . . .− an−1 − an > 0

Èç óñëîâèÿ, èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî X > 0.

Ïî óñëîâèþ, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáóþ ïàðó ñëàãàåìûõ ak è bm, òî çíàê íåðàâåí-

ñòâà èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïóñòü m = 1 è k = n. Òîãäà

an + b2 + b3 + . . .+ bn−1 + bn − b1 − a1 − a2 − a3 − . . .− an−1 > 0

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî b1 > an.

Îáîçíà÷èì d = b1 − an.

a1 + a2 + . . .+ an−1 + b1 > b2 + . . .+ ak + . . .+ bn + an

ò.å.

(b2 + . . .+ ak + . . .+ bn + an)− (a1 + a2 + . . .+ an−1 + b1) 6 0

Ó÷òåì â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ X è d.

X = (b1 + b2 + b3 + . . .+ bn−1 + bn)− (a1 + a2 + a3 + . . .+ an−1 + an) =
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= (b2+b3+ . . .+bn−1+bn+an)−(a1+a2+a3+ . . .+an−1+b1)+2b1−2an 6 2b1−2an = 2d

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

X = (b1 − an)− (b2 − an−1) + . . .+ (bn − a1) . . .+ bn−1 + bn) > nd

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè nd 6 X 6 2d. Îòñþäà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n � ýòî 1 è 2. Îñòàåòñÿ

ïðèâåñòè ïðèìåðû.

Ñëó÷àé n = 1 î÷åâèäåí, a1 < b1.

Ñëó÷àé n = 2 âûïîëíÿåòñÿ ïðè a1 = a2 = 1, b1 = b2 = 2.

Îòâåò. n = 1 è n = 2.

Âòîðîé ñïîñîá.

Ïóñòü a1 + a2 + a3 + . . .+ an−1 + an = A, b1 + b2 + b3 + . . .+ bn−1 + bn = B. Ïî óñëîâèþ,

b1 + b2 + b3 + . . .+ bn−1 + bn > a1 + a2 + a3 + . . .+ an−1 + an

ò.å. B > A.

Íàïèøåì n íåðàâåíñòâ.































b1 + a2 + a3 + . . .+ an−1 + an > a1 + b2 + b3 + . . .+ bn−1 + bn,

a1 + b2 + a3 + . . .+ an−1 + an > b1 + a2 + b3 + . . .+ bn−1 + bn,

a1 + a2 + b3 + . . .+ an−1 + an > b1 + b2 + a3 + . . .+ bn−1 + bn,

. . .

a1 + a2 + a3 + . . .+ an−1 + bn > b1 + b2 + b3 + . . .+ bn−1 + an.

Ñëîæèì ýòè íåðàâåíñòâà.

(n− 1)A+B > (n− 1)B + A

(n− 2)(A− B) > 0

Òàê êàê A−B < 0, ïîëó÷àåì n−2 6 0. Ïðèìåðû äëÿ ñëó÷àåâ n = 1 è n = 2 ïðèâåäåíû
âûøå.

Îòâåò. n = 1 è n = 2.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé � 235 ìèíóò.

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà êàæäóþ çàäà÷ó � 7 áàëëîâ. Èòîãî 35 áàëëîâ çà âñå

çàäàíèå.
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