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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà a è b, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ a2 − 2b2 = 1.

�åøåíèå. Ïåðåïèøåì óñëîâèå, ïðèìåíèì ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.

a2 − 1 = 2b2

(a− 1)(a+ 1) = 2b2

×èñëî a íå ìîæåò áûòü ðàâíûì 2, òàê êàê â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ñëåâà áóäåò ñòîÿòü 3,

à ñïðàâà � ÷åòíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, a � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, è ìíîæèòåëè a−1 è a+1
� ÷åòíûå, êàæäûé èç íèõ äåëèòñÿ íà 2. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå 2b2 äåëèòñÿ íà 4, ýòî
ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè b ÷åòíîì. Ïîëó÷àåì b = 2, a = 3, ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îòâåò. a = 3, b = 2.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû A, âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ

èç âåðøèíû C, è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AC ïåðåñåêëèñü â îäíîé òî÷êå.

íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà A.

�åøåíèå. Îáîçíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå. Òàê êàê òðåóãîëüíèê AKC ðàâíîáåä-

ðåííûé (KM � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð), òî ∠KAC = ∠KCA. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

AK � áèññåêòðèñà, ïîëó÷àåì ∠KAB = ∠KAC = ∠KCA.

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå AHC òðè ðàâíûõ óãëà â ñóììå äàþò 90◦: ∠KAH +
∠KAC + ∠KCA = 90◦. Îòñþäà ∠KAB = 30◦, è ∠A = 60◦.
Îòâåò.∠A = 60◦.
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3. Íà êðóãëîì ñòîëå ñòîÿò 7 ÷àøåê, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà:

åñëè ìûñëåííî ïîâåðíóòü ñòîë íà 180◦, ðàñïîëîæåíèå ÷àøåê íå èçìåíèòñÿ. Äîêàæèòå,
÷òî îäíà ÷àøêà ñòîèò â öåíòðå ñòîëà.

�åøåíèå. ×àøêè íà ñòîëå ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû âçàèìíî ñèììåòðè÷íûõ, ïåðåõîäÿùèõ

äðóã â äðóãà ïðè ïîâîðîòå. Òàê êàê ÷àøåê íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî, òî îäíà èç íèõ íå

èìååò ïàðû è ïðè ïîâîðîòå äîëæíà ïåðåõîäèòü ñàìà â ñåáÿ. Åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, íå

ñäâèãàþùàÿñÿ ïðè ïîâîðîòå, ýòî öåíòð ñòîëà.

4. Äâå �èðìû åæåäíåâíî ïîêóïàëè íà áèðæå òîïëèâî â òå÷åíèå ìåñÿöà. Öåíà íà òîïëèâî

ìåíÿëàñü åæåäíåâíî. Ñðåäíÿÿ öåíà òîïëèâà çà ìåñÿö îêàçàëàñü ðàâíîé 40000 ðóá. çà

òîííó. Åæåäíåâíî ïåðâàÿ �èðìà ïîêóïàëà ïî îäíîé òîííå òîïëèâà, à âòîðàÿ �èðìà �

íà 40000 ðóá. Êàêàÿ èç �èðì ïîòðàòèëà çà ìåñÿö áîëüøå äåíåã è êàêàÿ èç íèõ êóïèëà

áîëüøå òîïëèâà?

�åøåíèå.Ïóñòü â ìåñÿöå n äíåé, öåíà òîïëèâà â êàæäûé èç äíåé ðàâíà p1, p2, p3, . . . , pn.

Ñðåäíÿÿ öåíà p âû÷èñëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ

p =
p1 + p2 + p3 + . . .+ pn

n

Ïåðâàÿ �èðìà êóïèëà êàæäûé äåíü ïî 1 òîííå, è âñåãî çàòðàòèëà ñóììó S

S = p1 · 1 + p2 · 1 + p3 · 1 + . . .+ pn · 1 = n · p = 40000n

Ïîëó÷èëè, ÷òî ïåðâàÿ �èðìà êóïèëà n òîíí òîïëèâà, çàòðàòèëà 40000n ðóáëåé.

Âòîðàÿ �èðìà çàòðàòèëà ñóììó 40000n, ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç óñëîâèÿ.

Âòîðàÿ �èðìà â ïåðâûé äåíü êóïèëà òîïëèâà V1 =
40000

p1
. Âûðàçèì ýòî ÷åðåç ñðåäíþþ

öåíó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî p = 40000.

V1 =
p

p1
=

p1 + p2 + p3 + . . .+ pn

n
·

1

p1

Àíàëîãè÷íî âî âòîðîé, òðåòèé è ïîñëåäóþùèå äíè.

V2 =
p

p2
=

p1 + p2 + p3 + . . .+ pn

n
·

1

p2

V3 =
p

p3
=

p1 + p2 + p3 + . . .+ pn

n
·

1

p3
. . .

Vn =
p

pn
=

p1 + p2 + p3 + . . .+ pn

n
·

1

pn

Ñëîæèì âñå ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

V1 + V2 + V3 + . . .+ Vn =
p1 + p2 + p3 + . . .+ pn

n
·

(

1

p1
+

1

p2
+

1

p3
+ . . .+

1

pn

)

Äàëåå áóäåì ðàññóæäàòü îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ.

Ïåðâûé ñïîñîá ðàññóæäåíèé. Èçâåñòíî íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì

è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì äëÿ n ÷èñåë.

x1 + x2 + x3 + . . .+ xn

n
>

n

1

x1

+
1

x2

+
1

x3

+ . . .+
1

xn
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Ïðèìåíèâ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

p1 + p2 + p3 + . . .+ pn

n
·

(

1

p1
+

1

p2
+

1

p3
+ . . .+

1

pn

)

>

>
n

1

p1
+

1

p2
+

1

p3
+ . . .+

1

pn

·

(

1

p1
+

1

p2
+

1

p3
+ . . .+

1

pn

)

= n

Âòîðàÿ �èðìà êóïèëà òîïëèâà áîëüøå, ÷åì n òîíí (â íåðàâåíñòâå î ñðåäíèõ ðàâåíñòâî

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè âñå ñëàãàåìûå ðàâíû ìåæäó ñîáîé; ïî óñëîâèþ

çàäà÷è ýòî íå òàê, öåíà ìåíÿëàñü åæåäíåâíî).

Âòîðîé ñïîñîá ðàññóæäåíèé. Óïðîñòèì ïðîèçâåäåíèå

V1 + V2 + V3 + . . .+ Vn =
1

n
(p1 + p2 + p3 + . . .+ pn) ·

(

1

p1
+

1

p2
+

1

p3
+ . . .+

1

pn

)

=

=
1

n

(

p1

p1
+

p2

p1
+

p1

p2
+

p2

p2
+ . . .

)

Çäåñü íàïèñàíû ïåðâûå ÷åòûðå ñëàãàåìûõ. Ñ ó÷åòîì èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà a+
1

a
> 2

âèäèì, ÷òî

=
1

n

(

p1

p1
+

p2

p1
+

p1

p2
+

p2

p2
+ . . .

)

=
1

n

(

1 +
p2

p1
+

p1

p2
+ 1 + . . .

)

>
1

n
(4 + . . .)

Â ïðîèçâåäåíèè ìû ïîëó÷èì n äðîáåé

p1

p1
, . . . ,

pn

pn
è

n(n− 1)

2
ïàð âèäà

pk

pm
+

pm

pk
.

Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü îöåíåíà ñ ó÷åòîì

pk

pm
+

pm

pk
> 2

=
1

n

(

p1

p1
+

p2

p1
+

p1

p2
+

p2

p2
+ . . .

)

>
1

n

(

n +
n(n− 1)

2
· 2

)

= n

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî âòîðàÿ �èðìà êóïèëà òîïëèâà áîëüøå, ÷åì n òîíí.

Îòâåò.Ôèðìû çàòðàòèëè äåíåã ïîðîâíó. Âòîðàÿ êóïèëà òîïëèâà áîëüøå, ÷åì ïåðâàÿ.

5. Â �èíàëüíîé ñåðèè èãð õîêêåéíîé Ëèãè èãðàëè N êîìàíä èç âîñòî÷íîé ãðóïïû è 2N
êîìàíä èç çàïàäíîé ãðóïïû. Êàæäàÿ ïàðà êîìàíä ñûãðàëà ìåæäó ñîáîé ðîâíî îäíó

èãðó. Îòíîøåíèå ÷èñëà èãð, âûèãðàííûõ êîìàíäàìè èç âîñòî÷íîé ãðóïïû, ê ÷èñëó

èãð, âûèãðàííûõ êîìàíäàìè èç çàïàäíîé ãðóïïû ðàâíî

7

5
, íè÷üèõ íå áûëî. Íàéäèòå

ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ �èíàëüíîé ñåðèè èãð ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ.

�åøåíèå. Âñåãî â ñîðåâíîâàíèÿõ ó÷àñòâîâàëî 3N êîìàíä. ×èñëî ñûãðàííûõ èãð ðàâ-

íî ÷èñëó ïàð, ò.å.

3N(3N − 1)

2
(Çäåñü èñïîëüçîâàí èçâåñòíûé �àêò, ÷òî âî ìíîæåñòâå,

ñîäåðæàùåì k ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâóåò
k(k − 1)

2
ðàçëè÷íûõ ïàð, êîòîðûå îáðàçóþò ýòè

ýëåìåíòû.). Òàê êàê íè÷üèõ íå áûëî, êîëè÷åñòâî âûèãðàííûõ èãð ðàâíî îáùåìó êî-

ëè÷åñòâó èãð.
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Òàê êàê îòíîøåíèå êîëè÷åñòâ âûèãðàííûõ èãð ðàâíî

7

5
, òî îáùåå êîëè÷åñòâî âûèã-

ðàííûõ èãð ñîñòàâëÿåò 12 ÷àñòåé, ïóñòü ýòî 12m (m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Îòñþäà

3N(3N − 1)

2
= 12m

3N(3N − 1) = 24m

N(3N − 1) = 8m

Ïîäñòàâëÿÿ ïî î÷åðåäè N = 1, 2, 3, ïîëó÷àåì, ÷òî íàèìåíüøåå N � ýòî 3, è ÷èñëî

ó÷àñòíèêîâ �èíàëüíîé ñåðèè ðàâíî 9.

Îòâåò. 9.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé � 235 ìèíóò.

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà êàæäóþ çàäà÷ó � 7 áàëëîâ. Èòîãî 35 áàëëîâ çà âñå

çàäàíèå.
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