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9 êëàññ

�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2
−2023x+2024a+2025 = 0 íå ìîæåò èìåòü öåëûõ êîðíåé

íè ïðè êàêîì a.

�åøåíèå. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò êîðíè x1 è x2. Ïî òåîðåìå Âèåòà

{

x1 + x2 = 2023,

x1 · x2 = 2024a+ 2025.

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè ÷èñëà x1 è x2 öåëûå, òî èõ ïðîèçâåäåíèå íå÷åòíî, ïîýòîìó êàæäûé

èç êîðíåé � íå÷åòíîå ÷èñëî. Íî â ýòîì ñëó÷àå ñóììà äîëæíà áûòü ÷åòíîé, à îíà

íå÷åòíà.

2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ a, b, c, d

(a + b+ c+ d)2 6 4(a2 + b2 + c2 + d2)

�åøåíèå.

(a+ b+ c+ d)2 = a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab+ 2ac+ 2ad+ 2bc + 2bd+ 2cd

Âîçâåäåíèå â êâàäðàò ìîæíî âûïîëíèòü, ïåðåìíîæèâ äâå ñóììû, èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ

èçâåñòíîé �îðìóëîé.

a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab+ 2ac+ 2ad+ 2bc+ 2bd+ 2cd 6 4(a2 + b2 + c2 + d2) ⇔

⇔ 3a2 + 3b2 + 3c2 + 3d2 − 2ab− 2ac− 2ad− 2bc− 2bd − 2cd > 0 ⇔

⇔ a2−2ab+b2+a2−2ac+c2+a2−2ad+d2+b2−2bc+c2+b2−2bd+d2+c2−2cd+d2 > 0 ⇔

⇔ (a− b)2 + (a− c)2 + (a− d)2 + (b− c)2 + (b− d)2 + (c− d)2 > 0

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, âñå ïåðåõîäû ðàâíîñèëüíû, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî äîêà-

çàíî.

3. ABCD � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî AB = AD è AB + BC = CD.

Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà CDA.
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�åøåíèå. Îòìåòèì íà îòðåçêå CD òî÷êó E òàêóþ, ÷òî DE = AD. Òîãäà CE = CD−

AD = CD − AB = BC, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïîëó÷èëè, ÷òî òðåóãîëüíèê BCE

ðàâíîáåäðåííûé. Òàê êàê õîðäû AB è AD ðàâíû, òî ðàâíû îïèðàþùèåñÿ íà íèõ

óãëû: ∠BCA = ∠ACD. Îòñþäà CA � áèññåêòðèñà óãëà BCE, ñëåäîâàòåëüíî, âûñîòà

è ìåäèàíà â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå. Ïîýòîìó òî÷êà A ëåæèò íà ñåðåäèííîì

ïåðïåíäèêóëÿðå ê BE, ïîýòîìó AB = AE = AD = DE. Èòàê, òðåóãîëüíèê AED

ðàâíîñòîðîííèé, è óãîë CDA ðàâåí 60◦.

Îòâåò. 60◦.

4. Íà ÿðìàðêå òîðãîâàëè 50 êóïöîâ èç Ìîñêâû è 50 èç Íèæíåãî Íîâãîðîäà. Ñíà÷àëà

íåñêîëüêî ìîñêîâñêèõ êóïöîâ ñäåëàëè ïîêóïêó ó íåêîòîðûõ íèæåãîðîäñêèõ (êàæäûé

êóïåö ñäåëàë îäíó ïîêóïêó). Çàòåì òå íèæåãîðîäñêèå êóïöû, ó êîòîðûõ ìîñêîâñêèå

òîâàð íå ïîêóïàëè, ñäåëàëè ïî îäíîé ïîêóïêå ó íåêîòîðûõ ìîñêâè÷åé, ïîñëå ýòîãî

ÿðìàðêà çàêðûëàñü. Äîêàæèòå, ÷òî íå ìåíåå 50 êóïöîâ, òîðãîâàâøèõ íà ÿðìàðêå, íå

ïðîäàëè äàæå ÷àñòü ñâîåãî òîâàðà.

�åøåíèå. Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî íèæåãîðîäñêèõ êóïöîâ, ó êîòîðûõ ìîñêâè÷è ñäåëàëè

ïîêóïêó. Òîãäà 50−n íèæåãîðîäñêèõ êóïöîâ ñäåëàëè ïîêóïêó ó m ìîñêâè÷åé. ×èñëî

ìîñêâè÷åé, ó êîòîðûõ ïîêóïêó íå äåëàëè, ðàâíî 50 − m. Íåñêîëüêî íèæåãîðîäöåâ

ìîãëè êóïèòü òîâàð ó îäíîãî è òîãî æå ìîñêâè÷à, ïîýòîìó 50− n > m.

Èìååì m + n 6 50, ÷èñëî êóïöîâ, ó êîòîðûõ òîâàð ïîêóïàëè, íå áîëüøå 50, çíà÷èò,

÷èñëî êóïöîâ, ó êîòîðûõ òîâàð íå êóïèëè, íå ìåíüøå 50.

5. Íàïèñàëè 2024-çíà÷íîå ÷èñëî. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî, îáðàçîâàí-

íîå åãî ñîñåäíèìè öè�ðàìè, äåëèòñÿ íà 17 èëè íà 23. Ïîñëåäíÿÿ öè�ðà íàïèñàííîãî

2024-çíà÷íîãî ÷èñëà � 1. Íàéäèòå ïåðâóþ öè�ðó ýòîãî ÷èñëà.

�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âñå äâóçíà÷íûå ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 17 èëè íà 23, ýòî

17, 23, 34, 46, 51, 68, 69, 85, 92

Ýòîò íàáîð èíòåðåñåí òåì, ÷òî êàæäàÿ öè�ðà îò 1 äî 9 â ðàçðÿäå åäèíèö âñòðå÷àåòñÿ

â ýòîì íàáîðå ðîâíî îäèí ðàç. Íà÷íåì êîíñòðóèðîâàòü äàííîå íàì ÷èñëî ñ ïîñëåäíåé

öè�ðû âïåðåä, ê ïåðâîé.

Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ öè�ðà � ýòî 1, òî ìû ñîñòàâëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (îò ïîñëåäíåé

öè�ðû âëåâî) 1, 5, 8, 6, 4, 3, 2, 9, 6, 4, 3 è ò.ä. Ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
öåïî÷êà

. . . 3 4 6 9 2 3 4 6 9 2 3 4 6 8 5 1
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Ïîñëåäíèå òðè öè�ðû ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà íå ïîâòîðÿþòñÿ. Íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî

ðàçðÿäà öè�ðû îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïåðèîäîì 5. 6 âñòðå÷àåòñÿ â ýòîé ïåðè-
îäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà 4, 9, 14, 19, 24 . . . ìåñòàõ, ò.å. ïîÿâèòñÿ è íà 2024 ìå-
ñòå. Èòàê, ïåðâàÿ öè�ðà íàïèñàííîãî ÷èñëà � 6.
Îòâåò. 6.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé � 235 ìèíóò.

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà êàæäóþ çàäà÷ó � 7 áàëëîâ. Èòîãî 35 áàëëîâ çà âñå

çàäàíèå.
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