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1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà

(x+ 3)5 + (x− 3)5 ⩾ 5000

Ðåøåíèå. Òàê êàê f(x) = (x + 3)5 + (x − 3)5 � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñóììà äâóõ
âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé), òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

f(2) = 3125 < 5000, f(3) = 7776 > 5000

Îòâåò. 3.

2. Â ñàäó â ðÿä ðàñòåò 10 ÿáëîíü, íà êàæäîé èç êîòîðûõ ñîçðåëè ÿáëîêè. Âî âðåìÿ ñáîðà
óðîæàÿ ñàäîâíèê çàìåòèë, ÷òî êîëè÷åñòâî ÿáëîê, ñîáðàííûõ íà ñîñåäíèõ ÿáëîíÿõ,
îòëè÷àåòñÿ ðîâíî â äâà ðàçà, è ñ ðàçíûõ ÿáëîíü îí ñîáðàë ðàçíîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê.
Ìîæåò ëè ñàäîâíèê ðàçëîæèòü âñå ñîáðàííûå ÿáëîêè â 10 ÿùèêîâ, åñëè â êàæäûé
ÿùèê âõîäèò íå áîëüøå 100 ÿáëîê?

Ðåøåíèå. Ïóñòü íà êàêîé-òî ÿáëîíå âûðîñëî ñàìîå ìàëîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ÿá-
ëîê, ò.å. îäíî. Òîãäà êîëè÷åñòâî ÿáëîê íà ÿáëîíÿõ îáðàçóåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 1, çíàìåíàòåëåì 9 è ïîñëåäíèì ÷ëåíîì 512. Ñóììà ÷ëåíîâ
ýòîé ïðîãðåññèè 1023, ò.å. íàèìåíüøåå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîèþ, ðàâíî 1023. Ýòî ÷èñëî áîëüøå 1000, ïîýòîìó ðàçëîæèòü ÿáëîêè â 10
ÿùèêîâ íåâîçìîæíî.

3. Îäíî è òî æå ÷èñëî ðàçäåëèëè ñ îñòàòêîì ñíà÷àëà íà 12, çàòåì íà 13. Ñóììà íåïîëíîãî
÷àñòíîãî, ïîëó÷åííîãî ïðè äåëåíèè íà 12, è îñòàòêà, ïîëó÷åííîãî ïðè äåëåíèè íà 13,
ðàâíà 14. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ äàííîãî ÷èñëà íà 12.

Ðåøåíèå.

Çàïèøåì ðåçóëüòàòû äåëåíèé ñ îñòàòêàìè äàííîãî ÷èñëà a â âèäå

a = 12q1 + r1 = 13q2 + r2

Ïðèáàâèì ê ýòîé ñóììå ñëåâà è ñïðàâà q1.

a = 12q1 + q1 + r1 = 13q2 + q1 + r2

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ q1 + r2 = 14, ïîëó÷èì

a = 13q1 + r1 = 13q2 + 14

Òàê êàê r1 � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 12, òî r1 ìîæåò áûòü òîëüêî 0, 1, . . . , 11, ò.å.
ìåíüøå 13. Çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñü äåëåíèÿ ÷èñëà
a íà 13 ñ îñòàòêîì. Ïîýòîìó ñïðàâà òîæå çàïèñàí ðåçóëüòàò äåëåíèÿ íà 13 ñ îñòàòêîì,

a = 13q1 + r1 = 13q2 + 13 + 1 = 13(q2 + 1) + 1

Îòñþäà r1 = 1.

Îòâåò. 1.



4. Â òðàïåöèè ABCD áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ A è B ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå P , áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ C è D ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q.
Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà PQ ðàâíà ïîëóïåðèìåòðó òðàïåöèè.

Ðåøåíèå.

Òàê êàê òî÷êà P ïðèíàäëåæèò áèññåêòðèñå óãëà FAB, îíà ðàâíîóäàëåíà îò ëó÷åé
AF è AB (ñì. ðèñ). Àíàëîãè÷íî ýòà òî÷êà ðàâíîóäàëåíà îò ëó÷åé BA è BE. Òàêèì
îáðàçîì, òî÷êà P íàõîäèòñÿ íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò ïðÿìûõ AD è BC. Àíàëîãè÷íî
òî÷êà Q íàõîäèòñÿ íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò ïðÿìûõ AD è BC. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ PQ
ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD, òî÷êè M è N .

Òàê êàê ñóììà óãëîâ FAB è ABE ðàâíà 180◦, òî ïîëóñóììà ýòèõ óãëîâ � 90◦, è
òðåóãîëüíèê APB ïðÿìîóãîëüíûé. Â íåì îòðåçîê PM ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, ïîýòîìó
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, ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d, òàêèå, ÷òî, d � íàèáîëüøåå èç íèõ, è âûïîëíÿåòñÿ

(ab+ cd)(bc+ ad)(ac+ bd) = (d− a)2(d− b)2(d− c)2.

Äîêàæèòå, ÷òî d = a+ b+ c.

Ðåøåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè d ̸= a+ b+ c, òî ðàâåíñòâî, äàííîå â óñëîâèè, íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü a+ b+ c > d. Òîãäà

ab+ cd− (d−a)(d− b) = ab+ cd− (d2−ad− bd+ab) = cd−d2+ad+ bd = d(a+ b+ c−d)

Òàê êàê a+ b+ c > d, òî d(a+ b+ c− d) > 0. Èòàê, ab+ cd > (d− a)(d− b).



Àíàëîãè÷íî bc+ ad > (d− b)(d− c) è ac+ bd > (d− a)(d− c).

Ïåðåìíîæàÿ âñå òðè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì:

(ab+ cd)(bc+ ad)(ac+ bd) > (d− a)2(d− b)2(d− c)2

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïóñòü a+ b+ c < d. Òîãäà

(d−a)(d− b)− (ab+ cd) = d2−ad− bd+ab−ab− cd = d2−d(a+ b+ c) = d(d−a− b− c)

Òàê êàê a+ b+ c < d, òî d(d− a− b− c) > 0. Èòàê, ab+ cd < (d− a)(d− b).

Àíàëîãè÷íî bc+ ad < (d− b)(d− c) è ac+ bd < (d− a)(d− c).

Ïåðåìíîæàÿ âñå òðè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì:

(ab+ cd)(bc+ ad)(ac+ bd) < (d− a)2(d− b)2(d− c)2,

÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Òàêèì îáðàçîì, îáà ïðåäïîëîæåíèÿ a+ b+ c > d è a+ b+ c < d ïðèâîäÿò ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ñëó÷àé � ýòî d = a+ b+ c.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé � 235 ìèíóò.

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà êàæäóþ çàäà÷ó � 7 áàëëîâ. Èòîãî 35 áàëëîâ çà âñå

çàäàíèå.

Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîè ðåøåíèÿ çàäà÷!


