
�åøåíèÿ çàäà÷, 10 êëàññ

10.1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ x2 + xy + y2, åñëè

1 ≤ x2 + y2 ≤ 2.

Îòâåò.

1

2
6 x2 + xy + y2 6 3.

�åøåíèå. Èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ èìååì

xy 6
x2 + y2

2
.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

x2 + xy + y2 6
3

2
(x2 + y2) 6 3.

Îöåíèì òðåáóåìîå âûðàæåíèå ñíèçó. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

x2 + y2 + 2xy > 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

xy > −
x2 + y2

2
.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

1

2
6 x2 + xy + y2.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî âûâîäèì

1

2
6 x2 + xy + y2 6 3.
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10.2. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà

1

a + b
,

1

a+ c
,

1

b+ c

îáðàçóþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà a2, b2 è c2 òàêæå îáðà-

çóþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ

1

a+ b
+

1

b+ c
=

2

a+ c
èëè

a+ c+ 2b

(a + b)(b+ c)
=

2

a+ c
.

Óìíîæèâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà (a + b)(b + c)(a + c) è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå,

ïîëó÷àåì a2 + c2 = 2b2.
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10.3. Ïóñòü AA1, BB1 è CC1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêà-

æèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç B íà A1C1, èç A íà B1C1 è èç C íà A1B1

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

�åøåíèå.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà. Ïóñòü AA1 è BB1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, òî÷êà O �

öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà CO ⊥ A1B1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó òî÷êè B, A1, B1 è A ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì

AB, òî ∠CB1A1 = ∠CBA è êðîìå òîãî, ∠ACO = 90◦−∠CBA, îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìàÿ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü.

Ñîãëàñíî ëåììå, óêàçàííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
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10.4. Íàéäèòå âñå òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p, q è r, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà

|p− q|, |q − r|, |r − p|

òàêæå ïðîñòûå.

Îòâåò. 2, 5 è 7.

�åøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷èñëà p, q è r ðàçëè÷íû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p > q > r. Åñëè âñå ÷èñëà p, q è r íå÷¼òíûå, òî èõ ðàçíîñòè

÷¼òíû, íî îí íå âñå ðàâíû 2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òîãäà r = 2, à p è q íå÷¼òíû, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p− q = 2. Òîãäà îäíî èç ÷èñåë p− r

èëè q− r äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3, òàê êàê q > 3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p−2 = 3 èëè q−2 = 3,

÷òî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, q = 5, à p = 7.
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10.5. Âî âñåõ êëåòêàõ òàáëèöû 100 × 100 ñòîÿò ïëþñû. �àçðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî

ìåíÿòü çíàê âî âñåõ êëåòêàõ îäíîé ñòðîêè èëè æå âî âñåõ êëåòêàõ îäíîãî ñòîëáöà.

Ìîæíî ëè, ïîëüçóÿñü òîëüêî ýòèìè îïåðàöèÿì, ïîëó÷èòü 2025 ìèíóñîâ?

Îòâåò. Íåò.

�åøåíèå. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê çàìåíû çíàêîâ íå âàæåí, òî ñ÷èòàåì, ÷òî âíà÷àëå

ïîìåíÿëè çíàêè â n ñòðîêàõ, çàòåì â p ñòîëáöàõ. ×èñëî ìèíóñîâ ñòàëî (n+p) ·100−np =

2025 èëè (100− n)(100− p) = 7975. Îòìåòèì, ÷òî 1 6 n, p 6 100. �àçëîæèì ÷èñëî 7975

íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, òî åñòü 7975 = 52 · 11 · 29. Îòêóäà âèäíî, ÷òî ýòî ÷èñëî íåëüçÿ

ðàçëîæèòü íà äâà ìíîæèòåëÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìåíüøå 100.
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