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11.1. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà îòðåçêå [0; 1] �óíêöèè
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Îòâåò.

1
4
.

�åøåíèå. �åøèì ýòó çàäà÷ó ãðà�è÷åñêè.

Ïîñòðîèì â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðà�èêè �óíêöèé y = 1−x, y = 2x−1 è y = x

3
.

Âû÷èñëèì òî÷êè èõ ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ, ïîïàäàþùèå â îòðåçîê [0,1], ýòî x = 3
5
è

3
4
. Ýòè òî÷êè ðàçáèâàþò îòðåçîê íà òðè ÷àñòè. Íà êàæäîé èç íèõ âûáèðàåì ãðà�èê,

ëåæàùèé íå âûøå äðóãèõ. Çàïèøåì àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
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Èç ãðà�èêà âèäíî, ÷òî
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11.2. Ìîæíî ëè íàéòè äâà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, áîëüøèõ

1 000 000, ÷òî ñóììû èõ öè�ð ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè?



Îòâåò. Ñóùåñòâóþò.

�åøåíèå. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ÷èñëà

n = 999 999 999 è n+ 1 = 1 000 000 000,

ó êîòîðûõ ñóììà öè�ð S(n) = 81 è S(n+ 1) = 1.
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11.3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(1 + x+ x2 + . . .+ x100) · (1 + x100) ≥ 200x100, x ≥ 0.

�åøåíèå. �àñêðîåì ñêîáêè è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå

1 + x+ x2 + . . .+ x100 + x101 + . . .+ x200 − 200x100 =

= (1 + x200) + (x+ x199) + (x2 + x198) + . . .+ (x100 + x100)− 200x100 >

> 2x100 + 2x100 + . . .+ 2x100 − 200x100 > 0,

ãäå âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì

x100 =
√
xk · x200−k 6

xk + x200−k

2
.
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11.4. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. ×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X

ïåðâîé îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ XA, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âòîðóþ îêðóæíîñòü

â òî÷êå Y . Ïðÿìàÿ XB ïåðåñåêàåò âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå Z. Äîêàæèòå, ÷òî

ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå âûñîòû âñåõ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ XY Z, ïðîâåä¼ííûå èç òî÷êè

X, ïðîõîäÿò ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó.

�åøåíèå.



Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè Z, Y , A è B ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåí-

ñòâî óãëîâ ∠XBA = ∠XY Z èëè àíòèïàðàëëåëüíîñòü îòðåçêîâ AB è Y Z îòíîñèòåëüíî

ïðÿìûõ XY è XZ.

Âûñîòà XH òðåóãîëüíèêà XY Z ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-

óãîëüíèêà XAB, òî åñòü ÷åðåç öåíòð ïåðâîé îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü òî÷êè B1 è A1 ëåæàò íà ïðÿìûõ CA è CB, òî îòðåçêè

A1B1 è AB àíòèïàðàëëåëüíû (îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ CA è CB èëè îòíîñèòåëüíî

óãëà ACB), åñëè ∠CB1A1 = ∠CBA.
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11.5. Ñïðàâåäëèâî ëè óòâåðæäåíèå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê n2 + p, ãäå n � íàòóðàëüíîå, à p � ïðîñòîå

÷èñëî?

Îòâåò. Ñïðàâåäëèâî.

�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî áåñêîíå÷íî ìíîãî êâàäðàòîâ íå ïðåäñòàâèìî â âèäå n2+ p.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü m2 = n2 + p, òîãäà m2 − n2 = p, òî åñòü (m − n)(m + n) = p.

Ïîñëåäíåå â ñèëó òîãî, ÷òî ÷èñëî p ïðîñòîå âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå m − n = 1,

m + n = p. Îòêóäà ïîëó÷àåì m = p+1
2
. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðàâåíñòâî m2 = n2 + p

âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ÷èñåë m âèäà

p+1
2
, ãäå p � ïðîñòîå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò

áåñêîíå÷íî ìíîãî íå÷¼òíûõ ÷èñåë, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè, íàïðèìåð ÷èñëà 3r, r > 2.
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