
�åøåíèÿ çàäà÷, 9 êëàññ

9.1. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y è z âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

7x2 − 3y2 + 4z2 = 8 è 16x2 − 7y2 + 9z2 = −3.

Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2 + y2 + z2.

Îòâåò. 165.

�åøåíèå. Âûðàçèì èç îáîèõ ðàâåíñòâ x2
è ïðèðàâíÿåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ

8− 4z2 + 3y2

7
=

−3 − 9z2 + 7y2

16
.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

128− 64z2 + 48y2 = −21− 63z2 + 49y2

èëè

z2 + y2 = 149.

Ïîñêîëüêó ÷èñëà z è y íàòóðàëüíûå, òî z = 10, à y = 7. Òîãäà x = 4 è

x2 + y2 + z2 = 165.

�

9.2. Ïóñòü x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. Èçâåñòíî, ÷òî

x1 + x2 + x3 ≤
1

2
.

Äîêàæèòå, ÷òî

(1− x1)(1− x2)(1− x3) ≥
1

2
.

�åøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà

(1− x1)(1− x2)(1− x3) = 1− (x1 + x2 + x3) + x1x2(1− x3) + x2x3 + x1x3.

Èç óñëîâèÿ ÿñíî, ÷òî

x1x2(1− x3) > 0, x2x3 > 0, x1x3 > 0.

Òàêèì îáðàçîì,

(1− x1)(1− x2)(1− x3) > 1− (x1 + x2 + x3) >
1

2
.

�àâåíñòâî çäåñü âîçìîæíî, êîãäà îäíî èç ÷èñåë ðàâíî

1

2
, à äâà äðóãèõ ðàâíû 0.

�



9.3. Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CD è DA êâàäðàòà ABCD, AB = 1, âçÿòû ñîîòâåò-

ñòâåííî òî÷êè K, L, M è N òàê, ÷òî

AK + LC + CM +NA = 2.

Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè KM è LN ïåðïåíäèêóëÿðíû.

�åøåíèå.

Ïðîâåä¼ì CP‖MK è DQ‖NL, òîãäà CMKP è DQLN � ïàðàëëåëîãðàììû, à ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî KP = CM è LQ = DN . Òîãäà ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

AK + LC +CM +NA = AK + LQ+CQ+CM +NA = AK +KP +DN +NA+CQ =

= AP + AD + CQ = 2− BP + CQ.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî CQ = BP è òðåóãîëüíèê DQC ðàâåí òðåóãîëüíèêó CPB.

Òàêèì îáðàçîì,

∠QDC = ∠PCB = 90◦ − ∠PCD

è DQ ⊥ CP , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî LN ⊥ KM .

�

9.4. Íà ãðàíÿõ 27 êóáèêîâ íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 6: íà êàæäîì êóáèêå ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì íàïèñàíû âñå ÷èñëà îò 1 äî 6. Èç ýòèõ 27 êóáèêîâ Àë¼øà ñëîæèë êóá. Ïðè

ýòîì ó ëþáûõ äâóõ êóáèêîâ, ñîïðèêàñàþùèõñÿ ãðàíÿìè, íà ýòèõ ãðàíÿõ íàïèñàíû ÷èñ-

ëà, îòëè÷àþùèåñÿ ðîâíî íà 1. Ïîñëå ýòîãî Àë¼øà ïîäñ÷èòàë ñóììû ÷èñåë, çàïèñàííûõ

íà êàæäîé èç ãðàíåé. Ìîã ëè îí ïîëó÷èòü øåñòü îäèíàêîâûõ ñóìì?



Îòâåò. Íå ñìîæåò.

�åøåíèå. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà äâóõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ

ãðàíÿõ, íå÷¼òíà. Òàêèõ ïàð ãðàíåé â êóáå 3× 3× 6 = 54. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ÷èñåë,

çàïèñàííûõ íà ãðàíÿõ, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè êóáà, åñòü ñóììà 54 íå÷¼òíûõ ÷èñåë, à ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî îíà ÷¼òíà. Ïóñòü îíà ðàâíà 2S. Òîãäà ïîñ÷èòàâ ñóììó ÷èñåë, çàïèñàííûõ

íà ïîâåðõíîñòè áîëüøîãî êóáà, ïîëó÷àåì

(11 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) · 27− 2S

íå÷¼òíîå ÷èñëî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îíî íå ìîæåò áûòü ðàâíî 6n.

�

9.5. Ñóììà n ÷èñåë, çàïèñàííûõ ïî êðóãó ðàâíà 106. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ÷èñëî ðàâíî

ìîäóëþ ðàçíîñòè äâóõ ñëåäóþùèõ çà íèì ÷èñåë. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n.

Îòâåò. n = 1 èëè n = 159.

�åøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âñå çàïèñàííûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû.

Ïóñòü a � íàèáîëüøåå èç íèõ, à åñëè èõ íåñêîëüêî, òî âûáåðåì ëþáîå èç íèõ. ×èñëà b,

c, d è e � ñëåäóþùèå çà íèì ïî êðóãó. Òîãäà a = |b− c|, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè îäíî

èç ÷èñåë b èëè c ðàâíî a, à äðóãîå 0.

Åñëè b = a, c = 0, òî èç ðàâåíñòâà b = |c− d| ñëåäóåò, ÷òî d = a. Äàëåå èç ðàâåíñòâà

c = |d− e| ïîëó÷àåì, ÷òî e = a, è òàê äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, n äåëèòñÿ íà 3, òî åñòü n = 3m, à çàïèñàííûå ÷èñëà áóäóò èìåòü âèä

a, a, 0, a, a, 0, . . . , a, a, 0.

Èõ ñóììà ðàâíà 2ma. Èç ðàâåíñòâà 2ma = 106 ïîëó÷àåì, ÷òî ma = 53, òî åñòü m = 53,

a = 1 èëè m = 1, a = 53, à çíà÷èò, n = 159 èëè n = 3. �


